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Analysis (Funktionen)
Extremstellen, Wendepunkte, Kurvendiskussion

Von der Sekante zur Tangente

Von der Funktion zur Ableitungsfunktion

Idee der Ableitungsfunktion

Ableitung, Extremstellen

Ein Kriterium zur Berechnung von Extremstellen finden
Ableitungsregeln anwenden (J1)

Bestimmung von Hoch- und Tiefpunkten (Extremstellen) mit Vorzeichenwechsel von
f' (J1)

Monotoniebereiche und Extremstellen (J1)

Ubersicht liber die Kriterien zur Kurvendiskussion (J1)
Ableitung und Extremstellen

Wendepunkt, Krimmungsverhalten

Kurvendiskussion

Wendepunkte

Extremstellen, Wendepunkt

Umkehrfunktion

Extremstellen, Wendetangente

Extremstellen, Wendetangente, 3
Extremstellen, Wendetangente , 2
Extremstellen, Wendetangente

Gleichung modellieren, Polynomfunktion

Textaufgaben zum Aufstellen von Funktionsgleichungen
Textaufgabe. Finde den Term der Funktion

Finde den Funktionsterm zu gegebenem Schaubild
Textaufgaben: Finde den Term der Polynomfunktion

Verlauf eines Schaubilds untersuchen

Polynomfunktionen -Verlauf des Schaubilds

Zusammenhang von Funktionsterm und Schaubild erkennen
Polynomfunktion- globaler Verlauf des Schaubilds
Untersuchung von ganzrationalen Funktionen dritten Grades

Transformation von Funktionen

Transformation von Funktionen (J1)

Stammfunktion, Flacheninhaltsfunktion, Flache zwischenzwei Schaubildern

Wiederholung der Kurvendiskussion vor der Einfihrung der Integralrechnung
Flacheninhaltsfunktion

Flacheninhaltsberechnung

Flache zwischen Wendetangente und Schaubild (J2)

Stammfunktion bestimmen (J2)

Berechnung der Flache zwischen zwei Schaubildern mit Hilfe des Integrals (J2)
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Aufgaben fiir die Hochschulreife (Analysis) come

Trigonometrische Funktionen

Werte der Sinusfunktion am Einheitskreis ablesen (J1)
Werte der Cosinusfunktion am Einheitskreis ablesen (J1)
Sinusfunktion ins Koordinatensystem zeichnen (J1)

Das BogenmafB (J1)

Trigonometrische Gleichungen ldsen
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Zuordnung zwischen zwei Mengen? W

Punkte in der Ebene 4

gleich 1 und kleiner gleich 5 ist und deren Quadratzahl ist.
y-Koordinate gréBer gleich 2 und kleiner gleich 4 ist.

=5
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Punkte in der Ebene

Zuordnung zwischen zwei Mengen? W

Finde alle Gitterpunkte P(x|y) deren x- und y-Koordinaten Ordne jedem x-Wert einen y-Wert zu. Der y-Wert soll gleich

gleich sind. dem x-Wert sein.
4 3 2 1 0 1 4 5 3 7 3 B |'4 R 5 ) | 3 L i s ! b
Finde alle Gitterpunkte P(x|y) deren y-Koordinate man so Ordne jedem x-Wert einen y-Wert zu. Der y-Wert soll

berechnen kann, wenn man die x-Koordinate kennt: y=x?
y=x sich aus der Vorschrift y=x? ergeben.
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Von der Sekante zur Tangente come

Von der Sekante zur Tangente Herleitung der Ableitungsfunktion am Beispiel
einer Parabel

Eine Gerade, die durch zwei Punkte einer Funktion verlauft heiBt Sekante.
Seien Pi(x1]y1) und P2(x2]y2) diese Punkte, dann berechnet man die Steigung
dieser Geraden mit Hilfe der

Zwei-Punkte-Form (ZPF) nach der Formel

Y2—Y1 o m

X2—X1

Im Beispiel sei die Funktion gegeben durch f(x)=21x2. Die Punkte P1(1]0,5) und

P>(2]2). Um von P1 zu P> zu gelangen, bendtigt man auf der x-Achse einen
Schritt der Schrittweite 1.

Wir werden nun diese Schrittweite systematisch verkleinern. Wenn der Abstand
beider Punkte gegen Null geht, wird aus der Sekante eine Tangente.

Schrittweite 1:
P1(1]0,5), P2(2]2) ergibt die Sekantensteigung:

YY1

Xa-¥1

Schrittweite 0,5:
P1(1]0,5), P2(1,5] ) ergibt die Sekantensteigung:

¥2-¥1

Ha-¥)

Schrittweite 0,25:
P1(1]0,5), P2(1,25] ) ergibt die Sekantensteigung:

©NMartina Bhattacharyya



Von der Sekante zur Tangente come

I
¥ I

e ] |'|

Schrittweite h:
P1(1]0,5), P2(1+h| (1+ )2 ) ergibt die Sekantensteigung:

¥a=-¥1

s |
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Manuelles Ableiten, Einfiihrung M

Wanderweg: f(x) = -0,25x*+2x3-5x%+4x = - %x(x—Z)z(x-4)

Berechnen Sie:
f(0,5) =

f(1)=

f(1,5) =

f(2)=

£(2,5) =
f(3) =

£(3,5) =
f(4) =

©Martina Bhattacharyya



Manuelles Ableiten, Einfiihrung W

Messen und berechnen Sie hier die Steigungen der _ ) .
Tangenten an obiges Schaubild an den gegebenen Tangente an der Stelle 2,5: Steigung: /

Tangente an der Stelle 1: Steigung .....

\\\ Tangente an der Stelle 3;/Steigung.....

Tangente an der Stelle 1,5: Steigung:......

Tangente an der Stelle 0: Steigung ...

N\

Tangente an der Stelle 3,5: Steigung:.....

©NMartina Bhattacharyya



Manuelles Ableiten, Einfithrung

come

Eine Gerade ist eindeutig
festgelegt, wenn man zwei

Y2—N
X2 — Xq

Differenzenquotient

entspricht dem Tangens des

Winkels und heiBt Steigung der

Punkte kennt, die auf der Dif ferenz der y — Koordianten Geraden
Geraden liegen. Daher gibt Differenz der x — Koordinaten
es die ZPF Zwei-Punkte-
Formel zum Berechnen der
Geradengleichung
Eine Gerade g, die das Die Koordinaten von
Schaubild einer Funktion f Py(xo|yo)und P;(xq]yy) —1—
schneidet, heiBt Sekante haben jetzt eine Schrittweite: X1-Xo. 41—
o P,
Weil die Punkte auf der Funktion liegen, =
berechnet man die y-Koordinaten mit der
Funktionsgleichung von f: .
Po(Xo|f(X0)) und P1(x1|f(x1)) o i = Py
I o v e B e o e

Eine Gerade g, die das
Schaubild in einem Punkt
berlihrt, heiBt Tangente

h—-0 x0+h—x0

h—0 h

. flo+h)—y
mi~o’~ "/ Jo

f(xo+h)—yo
mi~o’~ "/ Jo

Der Trick: Wir geben eine Schrittweite h an zwischen
P1 und P>, die infinitesimal klein werden kann.

Po(Xo|f(X0)) und Pi(xo+h|f(xo+h))

Die Steigung der Tangente
macht eine Aussage Uber
den Verlauf des Schaubilds
(steigt, fallt, wie stark?,
oder bleibt gleich)

Die Steigung der Tangente an das Schaubild
an der Stelle x, heiBt Ableitung von f an
der Stelle x,.

©NMartina Bhattacharyya
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Von der Funktion zur Ableitungsfunktion come

Wéhle aus den Begriffen: Definitionsmenge, Wertemenge, Schaubild,
Steigung, Differenzenquotienten, Differenzieren

Eine Funktion f ordnet jedem x-Wert aus der ................ genau einen y-Wert

aus der ................ zu. Das kann man durch ein ................ visualisieren.
Wenn man dieses Schaubild anschaut, kdnnte

interessieren, wie steil die ...............

an jeder Stelle ist, also die Tangentensteigung. Dabei benutzt man gerne
das Bild eines Skifahrers. Der Ski symbolisiert dabei die Tangente an das
Schaubild, wahrend alle Stellen x aus der Definitionsmenge "durchfahren"
werden.

Geometrisch kénnte man nun das Steigungsdreieck einzeichnen und mit dem
.................................... die Steigung (den Tangens des Winkels gegenlber der

Horizontalen) bestimmen. Man nenn das manuelles ................ (manuelles
Ableiten).
Will man nun die ................ Uber den Verlauf das gesamten ,Skifahrerweges"

anschauen und notieren, dann kann man das wieder Uber eine Funktion tun:

Die Funktion f'(x) ordnet jeder reellen Zahl auf der x-Achse eine reelle Zahl
und auch eine Information Uber K; zu. Zu jeder x-Koordinate von f ist die y-

Koordinate von f' die Steigung der Tangente an der Stelle x an das Schaubild
von K;.

©Martina Bhattacharyya
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Von der Funktion zur Ableitungsfunktion

L9

1l

N
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Funktion und Ableitungsfunktion am Beispiel einer Polynomfunktion graphisch nachvollziehen

fx)=mos (o = D(x + D(x = 7)(x +7)

AT
|

N

o

TN

S

come

Fallen Sie mit dem WTR die Wertetabelle aus und zeichnen Sie einige Tangenten ein an beliebig ausgewahlten Stellen.

(mode3 dann f(x)= eingeben dann ,=" dann Startwert dann ,=" dann Endwert dann ,=" dann Schrittweite dann ,=" )

F(X)=—(x = D(x + 1 (x = 7)(x + 7)= — (x? = 1)(x? — 49) = — (x* — 50x2 + 49)

X

f(x)

©NMartina Bhattacharyya
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Funktion und Ableitungsfunktion am Beispiel einer Polynomfunktion graphisch nachvollziehen

__’-—-—"-'

\'h-‘,
B R e

N/

3

T

R

Es ist f(X)=— (x* — 50x + 49)
dasselbe Koordinatensystem ein.

come

Flllen Sie die Wertetabelle aus und zeichnen Sie zusatzlich das Schaubild von f' in

X -7 -6

-5

-4

F(x)

©NMartina Bhattacharyya
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Idee der Ableitungsfunktion

Gegeben sei f(x) = %x3 +x° +x

1) Zeichnen Sie das Schaubild in ein rechtwinkliges KS.

Hinweis: Wertetabelle

X

-2

-1

0,5

f(x) = =x’+x° +x

1
3

-0,6

-0,3

o|o

0,8

2) Bestimmen Sie die Tangentensteigung an der Stelle Xo.

3) Bestimmen Sie die Tangentensteigung an der Stelle -1.

4) Bestimmen Sie die Tangentensteigung an der Stelle 0,

5) Bestimmen Sie die Tangentensteigung an der Stelle 1.

Z
3

6) Zeichnen Sie die Tangenten an das Schaubild.

v

Definition der Ableitungsfunktion: Die Funktion, die jedem x-Wert die
Tangentensteigung der Tangente an der Stelle x an das Schaubild von f(x)
zuordnet, nennt man die Ableitungsfunktion f'(x).

©NMartina Bhattacharyya
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Ableitung, Extremstellen

come

Zeichne das Schaubild der Funktion f(x) = x3-4x24+4x = x2(x-2), achte dabei
bitte die exakten Werte an den Nullstellen. Nimm die Wertetabelle zu Hilfe.

0,5

1,5

f(x)

An welchen Stellen besitzt das Schaubild waagrechte Tangenten?

Losung:

An den Stellen x1 =

Berechne die Ableitung von f
Berechne die Nullstellen von f'(x).

Vervollstandige den Merksatz:

Merke: Stellen mit

(von links nach rechts)

.......... Tangente sind die ..........
Schaubild von f(x) kann dort einen Hochpunkt oder einen Tiefpunkt haben.

Vervollstandige den Merksatz:

Merke: Fir 0,67<x<2 ist die Funktion f(x)...........
Ableitungsfunktion f'(x) ..........

Vervollstandige den Merksatz:

als Null..

der Ableitung. Das

Dort ist die

Merke: Fir 0,67<x und fir x>2 ist die Funktion f(x) ...........
Ableitungsfunktion f'(x) ...........

©Martina Bhattacharyya
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Ein Kriterium zum Berechnen von Extremstellen finden come

Ein wichtiger Begriff: A
Aqquivalent <=>
Zwei Aussagen A und B sind gleichwertig (aquivalent), genau dann,

wenn gilt: aus A folgt B und aus B folgt A.

Beispiel:

1) A: ein Kind hat eine Kérpertemperatur von 39°C. B: Das Kind hat Fieber.
A => B aber B#>A ( => bedeutet: “daraus folgt")

2) A: Ich wohne in Baden-Wirttemberg B: Ich wohne in Karlsruhe

A #>B aber B=>A

3) A: ein Kind hat eine Kérpertemperatur von tdber 37,5°. B: Das Kind hat Fieber.
A=>Bund B=>Ad.h.A<=>B

Betrachten Sie die folgende Funktion f(x) an den Stellen mit waagrechter Tangente.
Welche Aussagen sind flr dieses Beispiel richtig:

An der Stelle x, ist ein richtig | falsch Die Ableitung
Extrempunkt oder = f'(xy) =0.
Sattelpunkt. =

&
An der Stelle x, ist ein richtig | falsch Die Ableitung
Extrempunkt. = f'(x,) =0.

T
An der Stelle x, ist ein richtig | falsch Die Ableitung f'(x,) =0.
Extrempunkt. = und der Wert von f'

= wechselt dort das

= Vorzeichen.
An der Stelle x, ist ein richtia | falsch Die Ableitung f'(x,) =0.
Hochpunkt. — und f' ist

<_>= - [ Jvorher positiv und

nachher negativ.

[ ]vorher negativ und
nachher positiv.

©Martina Bhattacharyya
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Ein Kriterium zum Berechnen von Extremstellen finden W

An der Stelle X0 ist ein rlChtlg falsch Die Ableltung f‘(xo) =0.
Tiefpunkt. == und f* ist

o=

= X |:|vorher positiv und

nachher negativ.

[ ]vorher negativ und
nachher positiv.

Schaubild K, von f mit f(x)=0,01(x + 2)?(x — 1)3(x — 4)

©Martina Bhattacharyya



Ableitungsregeln anwenden (J1)

Potenzregel und Summenregel

a) f(x)=a-xm

b) f(x)=5x3+%x4—2x

c) f(x)=x99—%x2+33

d) flx) = %xls —%xg + 5x?2

¢ f(x)=%x25+;x7+7

f) — .3 s_ 1
f(x) =5x3 + 3x 11x121

gl f)=x3—x5+ %x‘g

h) _1. 1
f(x)—x2+x+17

O

i) _5 1
f(x)—;+;

k) f(x)=—%x‘5+x‘5+%3—%

) f(x) =+x+3x

1 1

m) f(x)=ﬁ+x—3—x_5

n) 3 3 1 3
f(x) =x3 —3x+3x2—3x

U@ = E - )

p) 7 1
f(x)=\/a?—x—5+121

a)

f(x)=2x2—%+1{/§—9
x

F(x) = —34% + 33x9

©Martina Bhattacharyya
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Ableitungsregeln anwenden (J1)

s)

f(x)=2x2+%+</§

t)

1 1

Vx

Sin(x) und cos (x) und e¢* ableiten

a) f(x) = sin(x) + cos(x) + e*

b) f(x) = —e* —sin(x)

c) f(x) = 3e* — cos(x)

d) f(x) = —sin(x) — cos (x) —e*

e) 1

f(x) = 15e* + o + 19 cos(x)

Produktregel

a) fO)=0@2x*—x) - (x*+1)

R

c) f)=C*+1Dx2-1)

d) fx)=R2x+4)2x—4)

e) flx) = <%x10 _ xs) (%xlo _ x3)

f) fx) = Vx(3x® — x%)

g) f)=x""(e*+7)

V) = eost)

i) f(x) = e*(18x +V2)

) f(x) = (e* — 1)(3e* + cos(x))

©Martina Bhattacharyya
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Ableitungsregeln anwenden (J1)

Kettenregel
a) f(x) = e3x+7 _ 1
b) f(x) = cos (%x3 —%x2>
@ =xt9)
d) f(x) = sin(3x) — cos (Sx — %)
e) f(x) = 5cos(2x —9)
N ) =06x2-1)7
gl f(x) = sin (%x — 7)
h) _ lx—19
f(x) =e5

f(x) = sin(3x — 5) + cos(5x — 3)

. 1 11
f(x) = —sin(—x — 1) + cos (§x6) + 3e3

©Martina Bhattacharyya
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Bestimmung von Hoch- und Tiefpunkten (Extremstellen) mit Vorzeichenwechsel

) =5 (x+3)

0:5-

-1:5-

| come!

Untersuchen Sie die Steigungen der Tangenten jeweils kurz vor und kurz nach den Punkten (A,B und C):

Hochpunkt oder Tiefpunkt oder keine

Stelle Tangentensteigung vor der Tangentensteigung vor der Stelle
Stelle (<0 oder >0 ?) Extremstelle (Sattelpunkt)?
(<0 oder >0 ?)

X=-3

x=-1,8

x=0

Formulieren Sie einen Merksatz:

An der Stelle x, ist ein Hochpunkt, genau denn wenn

An der Stelle x, ist ein Tiefpunkt, genau denn wenn

©Martina Bhattacharyya




Wanderweg, Monotoniebereiche

2

1 3 1 1
Wanderweg: f(x) =-— x*+ = x3-Zx2-—-x +1 = -— (x-2)2(x+1)(x-5
g: f(x) 20 5 RO 20( )<( )(x-5)

Wertetabelle mit WTR
0 0,5 |1

1,5 |2 2,5 |3 3,5 |4 4,5 |5 55 |6

X
f(x)

1. Stellen Sie sich vor, Sie gingen als Wanderer das Schaubild entlang
(Start bei 0). In welche Bereiche kdnnte man den Verlauf des
Schaubildes einteilen? Tragen Sie in die zweite Spalte der Tabelle
Anfang und Ende dieser Bereiche ein, indem Sie die jeweiligen Stellen auf
der x-Achse angeben.

2. Nehmen Sie die beiliegende Wander-Figur und setzen Sie sie
nacheinander in jedem der von Ihnen eingeteilten Bereiche auf das
Schaubild. Beide FiBe sollen das Schaubild beriihren. Nennen Sie diese
Punkte P1 (erster FuB) und P> (zweiter FuB), und lesen Sie die
ungefahren Koordinaten dieser Punkte ab.

Bereich 1 [vonx =0 bis x = P1 ( ) P> (|
Bereich 2 | von x = bis x = P1 ( ) P2 (|
Bereich 3 | von x = bis x = P1 ( ) P> (| )

©Martina Bhattacharyya
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Wanderweg, Monotoniebereiche

Fiillen Sie die Tabelle aus:

come

Spalte 1: Beschreiben Sie den Verlauf des Schaubilds in Alltagssprache in Ihren eigenen Worten.
Spalte 2: Schauen Sie sich die Tabelle auf dem ersten Blatt noch einmal an. Welche Bedingungen gelten in den
einzelnen Bereichen? Versuchen Sie sie zu formulieren.

Spalte 3: Flllen wir anschlieBend gemeinsam aus. Lassen Sie sie erst einmal frei.

Beschreibung in Alltagssprache

Mathematische Kriterien

Beschreibung in Fachsprache

Bereich 1
von X = bis x =
Bereich 2
von X = bis x =
Bereich 3

vonx =1 bisx =

©Martina Bhattacharyya
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Wanderweg, Monotoniebereiche

Tafelbild

come

Monotonie

Eine Kurve heil}t streng monoton wachsend, wenn
aus x; < x; folgt: f(x;) <f(xy).

Eine Kurve heilt streng monoton fallend, wenn

aus x; <x; folgt: f(x;) > f(x»).

Aufgabe:

Gegeben sei die Funktion f(x) = (x+2)(x-2) x* = x*-4x>.

Zeichnen Sie das zugehorige Schaubild in ein Koordinatensystem und untersuchen Sie es auf

Bereiche von strenger Monotonie.

-3 -2 -1 0 1 2 3

X
f(x)

©Martina Bhattacharyya
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Monotoniebereiche und Extemstellen (J1)

come!

Vision oder
Werkzeug oder
genau
hinschauen?

l

Funktionen und Schaubilder modellieren in der Physik das Verhalten von

Objekten in der Realitat.

Im Matheunterricht aber sind Funktionen eine
Abbildung (Zuordnung) von der
Definitionsmenge

(x-Achse) in die Wertemenge (y- Achse).

Bild zum
nebenstehenden
Text i

Die Ableitungsfunktion f' von f ist auch eine
Zuordnung. Sie ordnet jedem x-Wert die
zugehdrige Tangentensteigung an das Schaubild
von f zu.

Die wichtige Information in Form von der
"Tangentensteigung" von f' hilft uns, den Verlauf

des Schaubilds Kf zu beschreiben.

An einem Hoch oder Tiefpunkt ist die Tangente
immer waagerecht, aber nicht bei jeder
waagerechten Tangente ist ein Hoch- oder
Tiefpunkt.

Eine einfache Nullstelle (egal ob von f oder f*)
bedeutet immer auch, dass die Funktionswerte
vor der Nullstelle ein anderes Vorzeichen haben
als nach der Nullstelle. Es gibt einen
Vorzeichenwechsel.

Bei der Kurvendiskussion muss man ...

... Satz vom Nullprodukt kennen

...Quadratische Gleichung l6sen kdnnen
(pg- Formel)

...ableiten kénnen (Ableitungsregeln)

...die Begriffe Nullstelle, Hochpunkt und Tiefpunkt kennen

©NMartina Bhattacharyya
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Monotoniebereiche und Extemstellen (J1)
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Ein Produkt ist genau dann Null,

3

wenn einer seiner Faktoren Null ist

x*e* + 5x%e* =0

x3.

x1:0

|
.:.;

i‘!
Al
w

kS
&)

"-;?i

1]

e=E

®

©NMartina Bhattacharyya

e* (x+5)=0

oder X= -5

f(x) = x® — sin(x)
f(x)=3x% — cos (x)

(x)= 6x + sin (x)

x> +2x-3=0
x10=-1+V1+ 3
x12=-14+v4
X12=-11+2
x1=1 X2=-3
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Ubersicht iiber die Kriterien zur Kurvendiskussion (J1)

come

f(x)= %x“ — 22

Hoch- und Tiefpunkte von K

Wendepunkte bzw.
Krimmungsverhalten

— \_q_‘___ R G NV -

Tangente an der Stelle des
Extrempunktes ist ............
Tangenten .................. vor der
Stelle xound ................ danach
=> Hochpunkt

Tangenten fallen vor der Stelle
xo und steigen danach =>

Tangentensteigungen werden
kleiner =
Tangentensteigungen werden
= Linkskurve

Tangentensteigungen werden
groBer bis zur Stelle x, und
danach wieder kleiner =
Wendepunkt an der Stelle x,

Tangentensteigungen werden
kleiner bis zur Stelle x, und

I |
\—/i , i \/ danach wieder gréBer =
K i1 | 1 :i | | Wendepunkt an der Stelle x,
¢ _ _ ;
] | | [ | |3 VZW von f an der Stelle x, | f(x) streng monoton
LU 1 b) f(x0)=0 fallend = ooooo.....
: . f'(x) streng monoton
I /\ 1 ’ Bemerkungen: (x) streng _
: - ! |l bei Polynomfunktionen gilt | - = Linkskurve
[ |
| WIS L] ]
i/ I \ l il 1) VZW von f' < Extremstelle Hochpunkt oder Tiefpunkt
_/ I I (mit f(x) = 0 wissen wir, wo | VON Kr an der Stelle x, <
T 7 T I ' Kandidaten fir Extremstellen | --eeee- an der Stelle x,
| ! ;
/ | ¥ \ i / smd)
| : |
| |
l \ 2) a) = Die Tangente an
i =
K. I | \r/ Kf, steigt (bei VZW von .....
AR NI ' nach .....) und fallt (bei VZW
I | von ..... nach ..... )
—_“—I— =
. [ ' (xg) >0und f(xy) = 0 < ' (xo) =0 und f(xy) # 0 <
e | an der Stelle x, | eeins von Ky an der Stelle x,
o
] | ' (xo) <0und fi(xy) = 0 <
\. |/ Hochpunkt von K; an der Stelle

'

™
1

o

|

=)

-—!:

JK}','

Xo

*Anmerkung: kleiner und gréRer meint hier den Betrag der Steigung, nicht ob sie negativ oder positiv ist.
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Ableitung und Extremstellen come

1)

Gegeben sei die Funktion f(x) = x* — 8x% + 16.

Fllle die Wertetabelle aus und zeichne Kt in ein rechtwinkliges
Koordinatensystem.

X -2,5 -1 0 1 2 2,5

f(x)

2)

Gegeben sei die Funktion f(x) = x* — 8x? + 16.Begriinde rechnerisch, ob
f(x) einen Hoch- oder Tiefpunkt besitzt.

3)

Gegeben sei die Funktion(x) = x* — 8x? + 16. Bestimme f"'(x).

4)

Gegeben sei die Funktion(x) = x* — 8x2? + 16. Bestimme die Nullstellen von
f(x).

©Martina Bhattacharyya
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Extremstellen berechnen comel

Bestimme die Extremstellen der Funktion rechnerisch:

Aufgabe 1

1 1 3 9
_ 2.3 _ ~ 5,2 4,7 .3
f(x)—lo(x+3) X 1Ox +5x +10x

Aufgabe 2
2 1
— 4 .3 a2
f(x)—4x 3x +2x
Aufgabe 3

fx)=e*—ex—2

Aufgabe 4

Die Funktion besitzt unter anderem an den Stellen x=6 und x=-6 eine
Extremstelle. Berechne den Hoch- bzw. Tiefpunkt an diesen beiden Stellen.

f(x) = xcos (gx) -

Aufgabe 5

Die Funktion besitzt unter anderem an den Stellen x=6 und x=-6 eine
Extremstelle. Berechne den Hoch- bzw. Tiefpunkt an diesen beiden Stellen.

f(x) = sin(mx)

©Martina Bhattacharyya
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Extremstelle mit Vorzeichenwechsel verifizieren come

Untersuchen Sie die Steigungen der Tangenten jeweils kurz vor und kurz nach den Punkten (A,B und C):

Stelle Tangentensteigung vor der Stelle | Tangentensteigung nach der Hochpunkt oder Tiefpunkt oder keine
(<0 oder >0 ?) Stelle Extremstelle (Sattelpunkt)?
(<0 oder >0 ?)
X=-3 0 <0 <0 JSattelpunkt
0>0 0>0 O Tiefpunkt
CHochpunkt
x=-1,8 0 <0 <0 JSattelpunkt
0>0 0>0 OTiefpunkt
CHochpunkt
x=0 0 <0 0 <0 CSattelpunkt
0 >0 0 >0 OTiefpunkt
CJHochpunkt

Formulieren Sie einen Merksatz:
An der Stelle x, ist ein Hochpunkt, genau dann wenn .........ccccco o,

An der Stelle x, ist ein Tiefpunkt, genau dann Wenn .........cccccoooiiee e
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Wendepunkte, Kriimmungsverhalten

Gegeben sei die Funktion
f(x) = x3-3x2+2

Berechne f'(x) und f"(x)

pp[041s1=] comeback...

Zeichne die Schaubilder von f und f’ und f” in verschiedene Koordinatensysteme

untereinander in Dein Heft.

Betrachte die Losung zu Frage 2 und vervollstéandige die Tabelle. (Aber:

nicht alle Fragen lassen sich allein durch Betrachten dieser

Schaubilder beantworten)

Tangentensteigung

Schaubild

bleibt standig positiv

bleibt standig negativ

f'(x) = 0 und f’ hat
VZW(=Vorzeichenwechsel) von -
nach +

f'(x) = 0 und f’ hat
VZW(=Vorzeichenwechsel) von +
nach -

f" erreicht ein Minimum, d.h. nimmt
ab und dann wieder zu

f" erreicht ein Maximum, d.h.
nimmt zu und dann wieder ab

Wahle zwischen den Begriffen:
streng monoton wachsend

streng monoton fallend

wechselt von einer Rechts- zu einer Linkskurve

wechselt von einer Links-zur Rechtskurve

hat einen Hochpunkt

hat einen Tiefpunkt

©Martina Bhattacharyya
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Art des Wendepunkts mit Vorzeichenwechsel bestimmen comel

Aufgabe 1
Die Funktion f besitzt Wendestellen bei x=0 und x=2

Begriinde durch den Vorzeichenwechsel von f", ob es sich um einen
Wechsel des Krimmungsverhaltens von einer Rechtskurve in eine
Linkskurve oder um einen Wechsel von einer Linkskurve zu einer
Rechtskurve handelt.

Stelle Krimmung vor der Stelle Tangentensteigung nach der
Il

(Rechtskurve oder Linkskurve Stelle

?) (Rechtskurve oder Linkskurve ?)
x=0 O Linkskurve O Rechtskurve Anderung des Kriimmungsverhaltens? ,

O Rechtskurve O Linkskurve d.h. Wendepunkt vorhanden jadO neinO
x=-1,8 | O Linkskurve O Rechtskurve Anderung des Kriimmungsverhaltens? ,

O Rechtskurve O Linkskurve d.h. Wendepunkt vorhanden jado neinO
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Art des Wendepunkts mit Vorzeichenwechsel bestimmen W

Aufgabe 2
ﬂ {\ Die Funktion f besitzt Wendestellen unter anderen bei x=1 und x=2

Begriinde durch den Vorzeichenwechselvon f" , ob es sich um einen
Wechsel des Krimmungsverhaltens von einer Rechtskurve in eine
Linkskurve oder um einen Wechsel von einer Linkskurve zu einer

F(x) = sin(7 x) Rechtskurve handelt.

ARRRNARRR

Stelle Krimmung vor der Stelle Tangentensteigung nach der
Stelle (Rechtskurve oder
Linkskurve ?)

(Rechtskurve oder Linkskurve ?)

x=0 O Linkskurve O Linkskurve Anderung des Kriimmungsverhaltens? ,

O Rechtskurve O Rechtskurve d.h. Wendepunkt vorhanden jadO neinO
x=2 O Linkskurve O Linkskurve Anderung des Kriimmungsverhaltens? ,

O Rechtskurve O Rechtskurve d.h. Wendepunkt vorhanden jadO neinO

©NMartina Bhattacharyya
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Art des Wendepunkts mit Vorzeichenwechsel bestimmen comel

Aufgabe 3 ] Die Funktion f besitzt eine Wendestellen bei x=1
€l — 1, | &, Begriinde durch den Vorzeichenwechsel von " , ob es sich um einen
(x) € [ 2 Wechsel des Krimmungsverhaltens von einer Rechtskurve in eine
2 Linkskurve oder um einen Wechsel von einer Linkskurve zu einer

: Rechtskurve handelt.

Stelle Krimmung vor der Stelle Tangentensteigung nach der Stelle

(Rechtskurve oder Linkskurve ?) | (Rechtskurve oder Linkskurve ?)

x=1 O Linkskurve O Linkskurve Anderung des Kriimmungsverhaltens? ,
O Rechtskurve O Rechtskurve d.h. Wendepunkt vorhanden jad nein
O

©NMartina Bhattacharyya



Art des Wendepunkts

mit Vorzeichenwechsel bestimmen

come

Aufgabe 4 . Die Funktion f besitzt Wendestellen bei x=-1 und x= 5
)= L ¢ b e B Begriinde durch den Vorzeichenwechsel von " , ob es sich um einen
SR Wechsel des Krimmungsverhaltens von einer Rechtskurve
in eine Linkskurve oder um einen Wechsel von einer Linkskurve zu einer
Rechtskurve handelt.
Stelle Krimmung vor der Stelle Tangentensteigung nach der
Stelle
(Rechtskurve oder Linkskurve ?)
(Rechtskurve oder Linkskurve ?)
x=-1 O Linkskurve O Linkskurve Anderung des Kriimmungsverhaltens? ,
O Rechtskurve O Rechtskurve d.h. Wendepunkt vorhanden jad nein O
x=5 O Linkskurve O Linkskurve Anderung des Kriimmungsverhaltens? ,
O Rechtskurve O Rechtskurve d.h. Wendepunkt vorhanden jado neinO

©NMartina Bhattacharyya
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Art des Wendepunkts mit Vorzeichenwechsel bestimmen

Aufgabe 5

come

Die Funktion f besitzt Wendestellen bei x= 0 und x= 2

20 3 Begrinde durch den Vorzeichenwechsel von f"' , ob es sich um einen Wechsel des
Krimmungsverhaltens von einer Rechtskurve in eine Linkskurve oder um einen Wechsel von
i einer Linkskurve zu einer Rechtskurve handelt.

Stelle Krimmung vor der Stelle Tangentensteigung nach der Stelle

(Rechtskurve oder Linkskurve ?) (Rechtskurve oder Linkskurve ?)
x=-1 O Linkskurve O Linkskurve Anderung des Kriimmungsverhaltens? ,

O Rechtskurve O Rechtskurve d.h. Wendepunkt vorhanden jadO neinO
x=5 O Linkskurve O Linkskurve Anderung des Kriimmungsverhaltens? ,

O Rechtskurve O Rechtskurve d.h. Wendepunkt vorhanden jadO neinO

©NMartina Bhattacharyya
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Kurvendiskussion come

1 4 2
Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = gx —X , X elR.

Ihr Schaubild ist K.

Berechnen Sie die exakten Koordinaten der Schnittpunkte von Kr mit der x-
Achse und die Koordinaten der Hoch- und Tiefpunkte von Kz.

In welchem Intervall auf der positiven x-Achse ist Kr streng monoton fallend?
(exakte Intervallgrenzen)

Zeichnen Sie Kt flr x €[-3;3].

Y= 1/8Y R 4R 2 yA

LIJ_

on

-p__
+
Y-

©NMartina Bhattacharyya
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Wendepunkte

Berechnen Sie die Wendepunkte von Ky,

wobei f(x) = 1—12x4 +%x3 +§x2.

©Martina Bhattacharyya
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Extremstellen, Wendepunkt

Eine Funktion hat die Funktionsgleichung f(x)=27 * x - (x — 2)?
Berechnen Sie (exakt) fur K;

1. die Achsenschnittpunkte
2. Die Koordinaten des Wendepunktes
3. Die Extremstellen

©Martina Bhattacharyya
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Umkehrfunktion come

Eine Funktion f ist eine Zuordnung, die jedem Element x aus der Definitionsmenge

genau ein Element y aus der Zielmenge zuordnet.

Die Umkehrfunktion f' (falls existent) dreht die Zuordnungsvorschrift von f um. Ihre
Definitionsmenge ist die Wertemenge von f. Sie ordnet jedem Element aus ihrer

Definitionsmenge sein Urbild unter f zu.

Der Graph von f' ist der Graph von f, gespiegelt an der ersten Winkelhalbierenden.

Die Funktionsgleichung von f' erhalt man durch Auflésen der Funktionsgleichung von

f und anschlieBendes Vertauschen der Variablen x und y.

Eine Funktion f besitzt genau dann eine Umkehrfunktion, wenn sie allen Elementen aus

ihrer Definitionsmenge verschiedene Elemente aus der Zielmenge zuordnet. Man nennt

f dann eine eineindeutige Zuordnung.

©Martina Bhattacharyya
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Umkehrfunktion come

Die Tabelle enthalt in der linken Spalte Funktionsgleichungen und in der rechten Spalte
die zu deren Umkehrfunktionen gehdrigen Gleichungen. Markieren Sie durch
Nummerieren welche ,Paare" zusammengehoren.

(Nehmen Sie gegebenenfalls Ihren GTR zu Hilfe)

y—lx+1 y = I
2 x—2
y=L42 y=Inx fir x>0
X
y=e" y=2x-2
y =x° y=3\/;fl'.'|rx>0

y=-3—-x firx <0
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Umkehrfunktion e eraa] comeback

Welche Funktionen sind Umkehrfunktionen zueinander?

]
S
B
|
b, . ore

3
=P
X

~~~~~~~~~~~~~~~~~

e

|

[

A
|

s |

N
~

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

©Martiia L waciian yya



Umkehrfunktion

Entscheiden Sie, welche Schaubilder zu Funktionen gehoren

............

r4nn

:
N
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Umkehrfunktion come

Arbeitsblatt

Die Umkehrfunktion

(Fillen Sie die Lucken mit den unten angegebenen Satzbausteinen)

1. Eine Funktion f ist eine Zuordnung, die jedem Element x aus der

DefinitioNnSmMeNnge ..o zuordnet.

2. Die Umkehrfunktion f~' (falls existent) dreht die Zuordnungsvorschrift von f um.
............................................ . Sie ordnet jedem Element aus ihrer Definitionsmenge

sein Urbild unter f zu.

3. Der Graph von ' st ...t :

5. Eine Funktion f besitzt genau dann eine Umkehrfunktion, wenn sie allen
Elementen aus ihrer Definitionsmenge verschiedene Elemente aus der Zielmenge

zuordnet. Man nennt f dann eine eineindeutige Zuordnung.

e der Graph von f, gespiegelt an der ersten Winkelhalbierenden.

¢ genau ein Element y aus der Zielmenge

e durch Auflésen der Funktionsgleichung von f und anschlieBendes
Vertauschen der Variablen x und y

e Thre Definitionsmenge ist die Wertemenge von f

©Martina Bhattacharyya
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Extremstellen, Wendetangente come

Gegeben ist die Funktion f(x) = zx® —2x2 + 4.

1) Bestimme rechnerisch den Tiefpunkt.
2) Besitzt die Funktion f mit f(x) = %x?’ —%xz + 4 einen Wendepunkt? Berechne
gegebenenfalls seine Koordinaten.

3) Gegeben ist Kr mit f(x) = %x?’ —%xz +4..

Stelle die Funktionsgleichung der Wendetangente (d.h. die Gleichung der
Tangente an Ky, die durch den Wendepunkt geht) auf.

4) Gegeben ist Kr mit f(x) = %x?’ — %xz + 4.

Die Wendetangente von K: schlieBt mit den Koordinatenachsen ein Dreieck
ein. Berechne seinen Flacheninhalt.

5) Gegeben ist Kr mit f(x) = %x?’ — %xz + 4.

Die Funktionsgleichung von f lasst sich auch in der Form f(x)=a(x-b)(x-c)2
schreiben. Bestimme a, b und c.

6) Gegeben ist Kr mit f(x) = %x3 — %xz + 4.

Bestimme die Gleichung der Normalen (Gerade die senkrecht auf der
Tangente steht) im Punkt P(4]0).

©Martina Bhattacharyya
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Extremstellen, Wendetangente I come

Gegeben ist die Funktion f(x) = x3 — 8x% + 20x — 16.

1) Bestimme rechnerisch den Tiefpunkt.

2) Besitzt die Funktion f mit f(x) = x3 — 8x? + 20x — 16einen Wendepunkt?
Berechne gegebenenfalls seine Koordinaten.

3) Gegeben ist Kr mit f(x) = x3 — 8x% + 20x — 16..

Stelle die Funktionsgleichung der Wendetangente (d.h. die Gleichung
der Tangente an Ky, die durch den Wendepunkt geht) auf.

4) Gegeben ist Kr mit f(x) = x3 — 8x2 + 20x — 16.

Die Wendetangente von K schlieBt mit den Koordinatenachsen ein
Dreieck ein. Berechne seinen Flacheninhalt.

5) Gegeben ist Kf mit f(x) = x3 — 8x% + 20x — 16.
Die Funktionsgleichung von f lasst sich auch in der Form
f(x)=a(x-b)(x-c)2 schreiben. Bestimme a, b und c.

6) Gegeben ist Kr mit f(x) = x3 — 8x2 + 20x — 16.

Bestimme die Gleichung der Normalen (Gerade die senkrecht auf der
Tangente steht) im Wendepunkt von K.

©Martina Bhattacharyya
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Extremstellen, Wendetangente II come

Gegeben ist die Funktion f(x)=5eX(ex-1).

1) Bestimme rechnerisch den Tiefpunkt.
2) Besitzt die Funktion f mit f(x)=5e*(e*-1) einen Wendepunkt? Berechne
gegebenenfalls seine Koordinaten.

3) Gegeben ist Kr mit f(x)=5e* (e*-1).

Stelle die Funktionsgleichung der Wendetangente (d.h. die Gleichung
der Tangente an Ky, die durch den Wendepunkt geht) auf.

©Martina Bhattacharyya
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Textaufgaben zum Aufstellen von Funktionsgleichungen come

Eine ganzrationale Funktion vierten Grades verlauft durch den Punkt P(-2|-4) und
besitzt im Ursprung des Koordinatensystems ein relatives Minimum. Die Steigung
ihrer Tangente an der Nullstelle x = - 1 betragt 3.

Gib die zugehdérige Funktionsgleichung an.
Losungsweg:
f(x)=ax*+bx3+cx?+dx+e

fi(x)=
f(-2)=2

Welche Textstelle informiert Dich dariliber? ....

f(0)="

Welche Textstelle informiert Dich dariliber? ....

f'(0)="

f(-1)=?
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Textaufgaben zum Aufstellen von Funktionsgleichungen

f(-1)=?

Welche Textstelle informiert Dich dartber? .....

f(0)=0 => a=

Stelle nun mit diesem Wissen ein Gleichungssystem auf:
I f(-2)=..a-..b+..c-..d =...

II f(0) = ..a+..b+..c+..d=...

III f'(-1)=...a+...b-..c=...

IV f(-1)=..a-..b+..c=..

Die zu vereinfachende Matrix sieht jetzt so aus:

Mit Deinem Taschenrechner erhaltst Du die Matrix:

Das bedeutet flr die Variablen
a=... b=... c=...
Also lautet die gesuchte Funktionsgleichung.

f(xX)=....x* +..x3+..x2

©Martina Bhattacharyya
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Finde den Term der Funktion come

1)f ist eine Polynomfunktion 6. Grades. Das Schaubild von f ist symmetrisch
zur y-Achse und schneidet die y-Achse im Punkt P(0|5). Gib eine mdglichst
einfache Form der Funktionsgleichung an.

Lésungsweg: "fist eine Polynomfunktion 6. Grades"

f(x)=ax®+bx>+cx*+dx3 +ex?+fx+g

"symmetrisch zur y-Achse"

a kreuze an
muss gleich Null sein
muss ungleich Null sein

b kreuze an
muss gleich Null sein
muss ungleich Null sein

C kreuze an
muss gleich Null sein
muss ungleich Null sein

d kreuze an
muss gleich Null sein
muss ungleich Null sein

e kreuze an
muss gleich Null sein
muss ungleich Null sein

f kreuze an
muss gleich Null sein
muss ungleich Null sein

g kreuze an
muss gleich Null sein
muss ungleich Null sein

Punkt P(0|5) liegt auf dem Schaubild f(...)= ...
f(0)=

Also lautet die Funktionsgleichung f(x)=
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Finde den Term der Funktion

2)Die Polynomfunktion g ist eine Funktion 3. Grades. Ihr Schaubild ist
punktsymmetrisch zum Ursprung. Gib eine mdglichst einfache Form der

Funktionsgleichung an.

Lésungsweg:

"g ist eine Polynomfunktion 3. Grades" g(x)=ax3+bx2+cx+d

"punktsymmetrisch zum Ursprung"

a kreuze an
muss gleich Null sein

muss ungleich Null sein

b kreuze an
muss gleich Null sein

kann ungleich Null sein

C kreuze an
muss gleich Null sein

Kann ungleich Null sein

d kreuze an
muss gleich Null sein

kann ungleich Null sein

e kreuze an
muss gleich Null sein

kann ungleich Null sein

f kreuze an
muss gleich Null sein

kann ungleich Null sein

g kreuze an
muss gleich Null sein

kann ungleich Null sein

Also lautet die Funktionsgleichung...

©Martina Bhattacharyya
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Finde den Term der Funktion come

3)Die Polynomfunktion h besitzt 4 Nullstellen: N1(1]0), N2(2|0), N3(3|0) und
N4(410).

Stelle die zugehérige Funktionsgleichung auf.
LOosungsweg.

Es bietet sich zur Darstellung der Funktionsgleichung die .......... an.

h(X)=(x-.....) (X-....) (X-......)" (X-......)

4)Das Schaubild der Funktion k ist das Schaubild von g (siehe Frage 2), nur
um 3 Einheiten nach oben verschoben.

Losung: k(x)=.....
5)

m ist eine Polynomfunktion 2. Grades. Ihr Schaubild ist achsensymmetrisch
zur y-Achse. Gib eine moglichst einfache Form der Funktionsgleichung an.

Losungsweg:
"m ist eine Polynomfunktion 2. Grades" g(x)=ax?+bx!+c

"symmetrisch zur y-Achse"

a kreuze an
muss gleich Null sein
kann ungleich Null sein

b kreuze an
muss gleich Null sein
kann ungleich Null sein

C kreuze an
muss gleich Null sein
kann ungleich Null sein

Also lautet die Funktionsgleichung

g(x)=

6)

©Martina Bhattacharyya
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Finde den Term der Funktion come

Welche Funktionsgleichung passt zu welchem Schaubild?
f(x)=x5+3x3+4x+1

f(x)=x6-4x4+x2+1

-4 -3 -2 -1 '.|1
EREa

| e

| |
| |
ST
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Finde den Funktionsterm zu gegebenem Schaubild come

1) Gegeben ist das Schaubild. Stelle den zugehdrigen Funktionsterm auf.

y |'
1s f
|
.-’/_\\_ J
fr \ 1, |
[\ |
: : .f — : :/: :
-8 -6 +4 2 | 2 1 f 6 8w
\ |

a' Lo f

| +-18
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Finde den Funktionsterm zu gegebenem Schaubild come

3) Gegeben ist das Schaubild. Stelle den zugehérigen Funktionsterm auf.

f /
-9 -8 -7 -6 -5 -4 -f} -2 -1 | 1 2 3 a\s5/6 7 8 9y
l l | l
| | I |

...\ ,.
- -3 -2 -1 1 2 3 q
Ia\-_ | ] l l I I H
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Finde den Funktionsterm zu gegebenem Schaubild

come
5) Gegeben ist das Schaubild. Stelle den zugehérigen Funktionsterm auf.

|
\ /
r
HI 1e /
b /\
-IH -lﬂ -7 6 =5 -4,_, -3 =2 =1 \\\

1 2 3!] 4 5
| I I |
I

I I
IIII‘-\;I/’IIII
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Textaufgaben: Finde den Term der Polynomfunktion

1)Wie lautet der Term einer Polynomfunktion sechsten Grades, die
symmetrisch zur y-Achse ist.

Wahlen Sie eine oder mehrere Antworten:

% +3*+5x% 45
x®+3x*+5x%
W+ £ 2%+ 1
W20+ Tx+5

6x%+ At +2%2 +1

2) Wie lautet der Term einer Polynomfunktion fiinften Grades, die
punktsymmetrisch zum Ursprung ist?

Wahlen Sie eine oder mehrere Antworten:

W +33+5x+5
-2 el ex
%2 +3x3-5x

X +x9+3
X3-33+2x

3) Wie lautet der Term einer Polynomfunktion zweiten Grades, die vom
zweiten in den ersten Quadranten verlauft?

Wahlen Sie eine oder mehrere Antworten:

S2%%+ 3%+

%2 +20

232 +3x+2

% -3+ 5%% 45

8x>-15x+26

©Martina Bhattacharyya
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Textaufgaben: Finde den Term der Polynomfunktion come

4) Wie lautet der Term einer Polynomfunktion neunten Grades, die keine
Achsensymmetrie und keine Symmetrie zum Ursprung aufweist?

Wahlen Sie eine oder mehrere Antworten:
¥+t +113-13

R R LS SRS GRS o S RS G e
W+ 183+ Tx
W+ 187+ Tu+1

X+ 3%+ 50

5) Wie lautet der Term einer Polynomfunktion zweiten Grades, die vom
dritten in den vierten Quadranten verlauft?

Wahlen Sie eine oder mehrere Antworten:

3% +3x+4
S+ 3u+4

X-2%2+36

2

Ko+x+1

2
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Polynomfunktion, Verlauf des Schaubilds M

Um zu erkennen, wie das Schaubild einer Polynomfunktion
(z.B. p(x) = x® -3x> + x? +9) verlauft, gentgt es, den hochsten Exponenten (hier
x® ) zu betrachten.

Einsetzen einer ,groBen" Zahl wie -1000 ergibt:

((-1000)® = +1000000000000000000).

Das Schaubild kommt aus dem zweiten Quadranten.

Einsetzen von 1000 ergibt 1000® = +1000000000000000000. Das Schaubild
verschwindet in den ersten Quadranten.

Beispiele:

p(x)=x> + 4x3-7x%> + 13

Der hdchste Exponent ist .......... , also ...........

Das Schaubild kommt aus dem .......... Quadranten.
Das Schaubild verschwindet in den .......... Quadranten.
2)

p(x)=x8 + 5x*-7x%> + 1

Der hdchste Exponent ist .......... , also ...........

Das Schaubild kommt aus dem .......... Quadranten.
Das Schaubild verschwindet in den .......... Quadranten.
3)

p(x)=-x" + 4x> +7x3 -9

Der hoéchste Exponent ist .......... ,also ......... }. (Beachte aber das Vorzeichen)
Das Schaubild kommt aus dem .......... Quadranten.
Das Schaubild verschwindet in den .......... Quadranten.
4)

p(x)=-x* + 4x3 +8x +3

Der hoéchste Exponent ist .......... , also .......... .

Das Schaubild kommt aus dem .......... Quadranten.
Das Schaubild verschwindet in den .......... Quadranten.
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Polynomfunktion- Globaler Verlauf des Schaubilds

Verlauf des S5chaubilds einer Polynomfunktion:

Um zu erkennen, wie das Schaubild einer Polynomfunktion (z.B. p(x) = x%-3x*+x%+9)

verlauft, gendgt es, den hichsten Exponenten [hier x® ) zu betrachten.

Einsetzen einer .groBen” Zahl wie -1000 ergibt: {[-1DD1}]|E‘ = + 100000000000Q0330300). Das Schaubild kommt aus dem zweiten Quadranten.

Einsetzen von 1000 ergibt 10008 = +1000000000000000000. Das Schaubild verschwindet in den ersten Quadranten.

erganze folgende Tabelle:

Term der PolynomfunktionH&<hster Bxponent 5chaubild kommt aus dem Vorzeichen

o h

wC+dd T +13 ] |Qua|:| ranten
|
o

W+ G- Tl 41 ) I(}ual:l ranten
| S
o

a0 +4x + Ti3-9 ] |(]uau:| ranten
| S
P

A3 Bu+3 & I(]uad ranten
| T
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Schaubild verschwindet in den

i~

g N
] = |[Quadranten
A r
r e A e
] * |[Quadranten
L & oy
r T Ty
-] = |Quadranten
L & &
e T o Ty
] = |[Quadranten
A Ny oy
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Untersuchung von ganzrationalen Funktionen M
dritten Grades

1)

Folgendes Rezept kann zum Skizzieren des Schaubildes Kr einer
ganzrationalen Funktion 3. Grades sinnvoll sein:

1. Berechne die Schnittpunkte mit der x-Achse.

2. Bestimme den Schnittpunkt mit der y-Achse.

3. Untersuche f(x) auf das Verhalten fur ,groBe™ x-Werte.

4. Untersuche das Schaubild Kt von f auf Punktsymmetrie zu O(0|0).

Beispiel: f(x)= %x3—2x

2)

Folgendes Rezept kann zum Skizzieren des Schaubildes Kr einer
ganzrationalen Funktion 3. Grades sinnvoll sein:

1. Berechne die Schnittpunkte mit der x-Achse.

2. Bestimme den Schnittpunkt mit der y-Achse.

3. Untersuche f(x) auf das Verhalten fir ,groBe™ x-Werte.

4. Untersuche das Schaubild Kr von f auf Punktsymmetrie zu O(0]|0).

Beispiel: f(x)= -3x3+6x?

3)

Folgendes Rezept kann zum Skizzieren des Schaubildes Kr einer
ganzrationalen Funktion 3. Grades sinnvoll sein:

1. Berechne die Schnittpunkte mit der x-Achse.

2. Bestimme den Schnittpunkt mit der y-Achse.

3. Untersuche f(x) auf das Verhalten fur ,groBe™ x-Werte.

4. Untersuche das Schaubild Kt von f auf Punktsymmetrie zu O(0|0).

Beispiel: f(x)= (x-1)3
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Zusammenhang von Funktionsterm und Schaubild come
erkennen

1) Fur welchen Funktionsterm geht das zugehdérige Schaubild durch den Ursprung?

Wahlen Sie eine oder mehrere Antworten:
a) f(x) = x*+ 3 x3+ 7 x>+ 2x

b) f(x) =5x*+ 7 x>+ 2x + 8

c) f(x) =8 x3+ x>+ 2x

d) f(x) =7x>+2x+ 10

2)
FUr welchen Funktionsterm ist das zugehérige Schaubild symmetrisch zur y-Achse?

Wahlen Sie eine oder mehrere Antworten:
a) f(x) = x*+ 3 x3+ 7 x°+ 2x
b) f(x) = 5x*+ 7 x?

c) f(x) = 8 x3 + x2+ 2x
d) f(x) = 7 x>+ 2x + 10
e) f(x) = xb+ 3 x*+ 7 x?
f) f(x) = x* + x?

3)

Fur welchen Funktionsterm ist das zugehérige Schaubild punktsymmetrisch zum
Ursprung?

Wahlen Sie eine oder mehrere Antworten:
a) f(x) = x>+ 3 x3+ 2x
b) f(x) = 5x*+ 7 x*> + X

c) f(x) = 8 x>+ x
d) f(x) =7 x3+ 2x + 10
e)f(x) =x"+3x3+7x

4) Formuliere einen Merksatz:

Das Schaubild einer Polynomfunktion geht genau dann durch den Ursprung,
wenn ....

a) alle Hochzahlen gerade sind und ein konstanter Summand im Funktionsterm
vorhanden ist

b) alle Hochzahlen ungerade sind und ein konstanter Summand im Funktionsterm
kein konstanter Summand im Funktionsterm vorhanden ist

5)

Formuliere einen Merksatz:
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Zusammenhang von Funktionsterm und Schaubild W
erkennen

Das Schaubild einer Polynomfunktion ist genau dann punktsymmetrisch zum
Ursprung, wenn ....

a) alle Hochzahlen gerade sind

b)alle Hochzahlen ungerade sind und kein konstanter Summand im Funktionsterm
vorhanden ist.

c)kein konstanter Summand im Funktionsterm vorhanden ist.

©Martina Bhattacharyya
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Verkniipfen und Verketten von Funktionen

Eine VerknUpfung (O auf einer Menge ist eine
Vorschrift, die zwei Elemente der Menge auf ein Element
der Menge abbildet.

Beispiel: Elemente: blau, gelb, grin, bunt;
Verknupfung: , mischen®,

Anmerkung: Eine Mischung, egal zu welchen Anteilen
aus blau und gelb sei griin. Eine Mischung aus mehr als
drei verschiedenen Farben sei bunt. Fillen Sie die
Tabelle (Verknupfungstafel) aus mit Farben oder Worten

=N e
C

A
aAv

O

©NMartina Bhattacharyya

Die Elemente der Menge kdnnten Funktionen sein.
Bsp. f(x)=e* und g(x)=x2 + 3

Verknipfung mit + (Therme der Funktionsgleichung
addieren)

Verknidpfung mit - (Therme der Funktionsgleichung
subtrahieren)

Verkntpfung mit - (Therme der Funktionsgleichung
multiplizieren)

Oder das Hintereinanderausfiihren der Funktionen
(Verkettung)

f(g(x))= eX*+3 st ubrigens nicht kommutativ:
g(f(x))=e** +3

Addieren
+

f(x)=x+1 f(x)= x flx)=x-1 flx)= x3

fix)=x+1

fx)=x

flx)=3

(=)= sin(x)

67



Verkniipfen und Verketten von Funktionen come

Fihren Sie die Verknipfung + mit den in obiger Tabelle angegebenen Funktionen als Elementen aus. Legen Sie anschlieBend
auch eine Tafel mit der VerknUpfung - und mit der Verknipfung ,Verketten von Funktionen™ an.

Eine Menge kann bezlglich der Verknlpfungen besondere Elemente enthalten.

Das Einselement 1 andert nichts beim Verknlpfen, d.h. wenn irgendein Element e mit 1 verknlpft kommt e heraus:
10 e=e und oe l1=e

Das neutrale n Element andert nichts beim Verknipfen,

d.h. wenn man irgendein Element e mit n verknlipft kommt n heraus: noe =n und e on=n

Ein inverses Element kann es zu jedem Element geben. Wir notieren es mit e™! d.h. e el = 1. Bei der
VerknUpfung eines Elementes mit seinem inversen Element kommt also das Einselement heraus.

Suchen Sie fur die Menge von Funktionen das Einselement und das neutrale Element und zu den Funktionen
f(x)=x +1 und g(x)= x® das jeweils das inverse Element.

a) Fur die VerknUpfung +
b) Fur die Verkntpfung -
c) Far das Verketten von Funktionen

©NMartina Bhattacharyya
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Transformation von Funktionen (J1)

come

Gegeben sind die Funktionen im ersten Kasten. Erganzen Sie die Transformationen

in den Ubrigen Kasten

mit dem Faktor 1/3 in x-
Richtung gestreckt

mit dem Faktor 1/3 in y-
Richtung gestaucht

flx) =e* f(x)= f(x)=

f(x) = 2% f(x)= f(x)=

f(x) = sin(x) £(X)f :(x)i

fO) =cost) | FI” oz

[0 =z ()= f(x)=

fla)=x f(x)= f(x)=
um 3 nach links an der y-Achse
verschoben gespiegelt

f(x)= f(x)= f(x)=

f(x)= f(x)= f(x)=

f(x)= f(x)= f(x)=

f(x)= f(x)= f(x)=

f(x)= f(x)= f(x)=

f(x)= f(x)= f(x)=

f(x)= f(x)= f(x)=

an der x-Achse mit dem Faktor 3 in x- mit dem Faktor 3 in y-

gespiegelt Richtung gestaucht Richtung gestreckt

f(x)= f(x)=

f(x)= f(x)=

f(x)= f(x)=

f(x)= f(x)=

f(x)= f(x)=

f(x)= f(x)=

f(x)= f(x)=
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Transformationen der Sinusfunktion an der Wertetabelle aufgezeigt come
Fllle die Tabellen aus und zeichne die Funktionen in dasselbe Koordinatensystem:
X 0 1 2 3 4 5 T 7 8 9 10 11 2T
67'[ 67'[ s 67'[ gT[ s 67'[ 67'[ 6 s 6 s
f(x)=sin(x)
X 0/05 |1 )45 }/ 2513 |35 |4 /4;45//5/% nl65 |7 172518 |85 [9 [95 [10 [105 [11 [115 |2xm
—_— f— —_— — —_ —_— —_ / —_ —_— [— [— —_— — —_— — —_—
N 76" 6:/6ng67§_/764i (S s U ol Il Il Bl -l Bl I S B
f(X)= | 4 | 4 » A A
sin(2x )
Fillle die Tabellen aus und zeichne die Funktionen in dasselbe Koordinatensystem:
X 0 1 2 3 4 5 s 7 8 9 10 11 2T
&7 g7 T e i T 5" c” " e
f(x)=sin(x)
\ \ \ \ \ \ \ \ \
X 0 1 \2 3 4 5 A 7 \ 8 9 10 11 \ 2T
6" 6" 6" 6" 6" 6" 6" 6" 6" 6"
f(x)= 0,5 « | ™ < < < < < N < < <
sin(x-%n)
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Transformationen der Sinusfunktion an der Wertetabelle aufgezeigt

Fllle die Tabellen aus und zeichne die Funktionen in dasselbe Koordinatensystem:

come

X 0 1 2 3 4 5 7 8 9 10 11 2T
6" 6" 6" 6" 6" 6" 6" 6" 6" 6"
f(x)=sin(x)
X 0 1 2 3 4 5 7 8 9 10 11 2T
6" 6" 6" 6" 6" 6" 6" 6" 6" 6"
f(x)=sin(x) +2
Fillle die Tabellen aus und zeichne die Funktionen in dasselbe Koordinatensystem:
X 0 1 2 3 4 5 7 8 9 10 11 2T
6" 6" 6" 6" 6" 6" 6" 6" 6" 6"
f(x)=sin(x)
X 0 1 2 3 4 5 7 8 9 10 11 2T
6" 6" 6" 6" 6" 6" 6" 6" 6" 6"
f(x)=-sin(x)

©NMartina Bhattacharyya
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Wiederholung der Kurvendiskssion come

Wiederholung der Kurvendiskussion vor der Einfiihrung der Integralrechnung

Wir haben uns mit Funktionen beschaftigt. Wir haben definiert, was man unter
einer Funktion versteht und wir haben den Verlauf des zugehdérigen Schaubilds
beschrieben. D h. wir haben es untersucht auf sein Verhalten gegen unendlich
(woher kommt es wohin geht es), auf Monotoniebereiche (streng monoton
wachsend oder fallend), auf Extremstellen und Wendestellen und Symmetrie.

Eine Funktion ist €iNe iuivvcsasssisvmssssnmsasassmsasasnnnnsanas , bei der jedem Element der
............................................. (Teilmenge der x-Achse) genau ein Element aus der
............................................. (Teilmenge der y-Achse) zugeordnet wird.

Man kann eine Funktion zum Beispiel notieren indem man die zur Funktion gehdrige
Gleichung angibt (sicrvessssssersersassanssnssassanssassansanss f(x)=...) oder indem man das
............................................. K; in ein Koordinatensystem zeichnet oder indem
MAaN i€ iverversarranrsnrsassasranssnssassassansanss angibt.

Um das Schaubild zu untersuchen, ist es hilfreich, sich die

............................................. der Tangente anzusehen.

Wo sie (echt) groBer Null iSt, wivcvcserassasasassmsasassasasasassnnnsasanas das Schaubild (streng)
monoton, wo sie kleiner NUull iSt civcrisvarsersssassrserarsarsssarsarannansas das Schaubild
(streng monoton).

WO Si€ sernvsnrsnssnnssnnnsmsnnssnnssnnsssnnsnnnsnns ist, kdnnte eine Extremstelle sein und ist
genau dann eine Extremstelle, wenn die Tangentensteigung von - zu + wechselt
(sevsasnassanssnssassansanssnsnnnsnnsnnsnnnnas ) oder von + zu - wechselt
(evavasnanararsssasararsnsasarsnsasarnsnnnanns )

Auch die Tangentensteigung kann man als Funktion jeder Stelle auf der x Achse
48 [0 e | = o I (S J N EEeraEEsEEsEEEsEEsEEsEsEEsEEsEEEEsEEaEEEEE , F1(X)).
Wo f'(x) wachst, macht das Schaubild von f €iNe scivcrersassessrsarsessnsassasassassasannanss ,
wo f'(x) fallt, hat das Schaubild von f €iNe .cicivvrererisirerarisi s

Wo f'(x) von steigend zu fallend wechselt, haben die Tangentensteigungen an das
Schaubild von f'(X) €INe surversesarsarsssarsarsnsassassasassassasanss und das Schaubild von
f'(x), also das Schaubild der siivcrvesessassassssassarsasassassnsassassnss , d.h.

Ordnen Sie folgende Begriffe in die Liicken im Text ein:

Extremstelle, Zuordnung, Funktionsgleichung, Wertetabelle, steigt,

gleich Null, Hochpunkt, Schaubild, Ableitung, Linkskurve, Rechtskurve
Nulistelle, Ableitungsfunktion, Definitionsmenge, Steigung, fallt, Tiefpunkt

Tangentensteigungsfunktion, Wertemenge
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Flacheninhaltsfunktion W

Die Flacheninhaltsfunktion F(x) gibt den Inhalt der Flache unterhalb eines
Schaubilds von der Stelle 0 bis zur Stelle x an.

1) Beispiel: f(x)=2

Der Flacheninhalt betragt F(x)=

2) Beispiel: f(x):%x

Der Flacheninhalt betragt F(x)=

©NMartina Bhattacharyya
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Flacheninhaltsfunktion

3) Beispiel: f(x)= %x+ 2

o

Der Flacheninhalt betragt F(x)=

4) Beispiel: f(x)=x’

©NMartina Bhattacharyya

Bei einer krummlinig
begrenzten Flache wird
die Flache in Rechtecke
eingeteilt, und als
Naherung die
Rechtecksobersumme
berechnet. Je kleiner
die Rechtecksbreite Ax,
desto genauer das
Ergebnis.




Flacheninhaltsfunktion W

F(x)= f(1-AY) - Ax+ (2 AY) - Ax+ f(3-AX) - Ax + oo + f(n- Ax) - Ax

=1-Ax? Ax+4-Ax? - Ax+9-Ax® -Ax+...+n - Ax® - Ax

=AC -(1+449+...+n%)

= Ax’ én(n +1)(2n+1)

=)’ én(n +1)(2n+1)

[
w
S

_.(n+1).(2n+1)=éx3'1'1'2

6 n n n

Zusammenfassung der Beispiele und Herleitung eines allgemeinen
Zusammenhanges zum Auffinden einer Flacheninhaltsfunktion bei
Polynomfunktionen:

f(x) f(x)=2 f(x)=%x f(x)=%x+2 f(x)=x?

F(X) F(x)= F(x)= F(x)= F(x)=

Merke: die Flacheninhaltsfunktion bei Polynomfunktionen erhalt man, indem
man die Hochzahl um 1 vergréBert und den Kehrwert dieser Zahl zusatzlich
als Faktor vor die Funktionsvorschrift schreibt.

Somit gilt fur f(x)=x" ist F(x):%x”“ eine zugehorige
n+

Flacheninhaltsfunktion.
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Flacheninhaltsberechnung come

Die Funktion f mit , f(x) = a -x3 +x , a #0 schlieBt mit der x-Achse und der
Geraden x = 1 eine Flache vom Inhalt 1 ein.

Bestimme den Parameter a.

Lésungsweg: Skizziere die Funktion zur besseren Ubersicht kurz, z.B. fiir

a=1.

g{x}=x"3+x /

-4 -3 -2 -1 L 2 3
| | | | I |

+-1

f T=2

[

[+

Das Schaubild Krder Funktion f mit f(x)=3 -x -(x-2)2 schlieBt mit der x-Achse im
ersten Quadranten eine Flache. Berechne exakt ihren Flacheninhalt.

Loésungsweg: Skizziere die Funktion zur besseren Ubersicht kurz.

P{x)=3xxx (x"2—4xx+4) Y ff

I
In

-4
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Flache zwischen Wendetangente und Schaubild (J2) come

p

TRy b O
\_’]--
X ¥

Stellen Sie die Funktionsgleichung zum angegebenen Schaubild auf.
f(x) = a'x* (x — 6)2
f2)=4 = a2-(2-—6)*=4

a-2-16=4

1
a=—
8

also: f(x)= ls x: (x — 6)2

Berechnen Sie den Inhalt der Flache zwischen dem Graphen von f und der
Wendetangente an K.
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Stammfunktion bestimmen (J2) come

Bestimmen Sie eine Stammfunktion:

a) f(x)= 3x° b) f(x)=cx* +4x3 +x% + 1 c) f(x)=v3x + x100

d) f(x)=3 vx e) f(x)= x3 + 3x2 + 2x° — 16 f) f(x)= =+ +x%

9) f(x)= e h) f(x)=sin(x) 1) f(x)=cos(x) ) 0= Jx-sin(x)- cos(x)
k) f(x)=sin(x)-2e* 1) f(x)=sin(3x) m) f(x)=cos Gx)  n) f(x)=sin(2x+5)

0) f(x)= e3%*5 0) f(x)=cos (-x-8) p) f(x)= - sin (Gx +19)

Mit Hilfe dieser Stammfunktion kann also der Flacheninhalt zwischen dem Schaubild
einer Funktion f(x) und der x-Achse berechnet werden. Der Flacheninhalt des Schaubilds

von f(x)= f(x)= %x3 vom Ursprung bis x ist F(x)= éx‘* _

Der Flacheninhalt von 0 bis 2 ist Der Flacheninhalt von 1 bis 2 ist Der Flacheninhalt von -1 bis 2 ist
_1o4 _ 14 1.4 _ _ 1541 4 _
F(2)=52% = 2FE F(2)-F(1) = ;2% — 1% = 1,875FE F(2) +F(-1)= 2% + - (-1)* = 2,125FE
Y a /|
1+ 9+
! 1 > 1 I ﬁ‘ I
T _l T T o T - //-
—2 9 3 &~ 2 7 1 2 1 =+
1 L AT ! >
II —/’f |l T /)<
H | 2
[ 5% dx =F(2)- F(0) J{ 2% dx = F(2)-F(1) — 2,523 dx + [ 3% dx= -F(0)+F(-1)+F(2)-F(0)

Die Vereinbarung ist so, dass Flachenstlicke unterhalb der x-Achse negativ gewertet werden.

Allgemein: f:f(x) dx = F(b) - F(a)
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Berechnung der Flache zwischen zwei Schaubildern mit Hilfe des Integrals (J2)

come

Wenn in einem Intervall von a bis b auf der x-Achse das Schaubild einer Funktion f(x) oberhalb vom

Schaubild von g(x) verlauft, dann erhalt man den Flacheninhalt der Flache zwischen den
Schaubildern durch [7(f(x) — g(x))dx
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Berechnung der Flache zwischen zwei Schaubildern mit Hilfe des Integrals (J2)

©NMartina Bhattacharyya

I//

W

80

come



Berechnung der Flache zwischen zwei Schaubildern mit Hilfe des Integrals (J2)

Das Integral wertet

A, positiv und A, positiv:
[ @) = gG))dx = 4, — 4,

=ngsucht

©NMartina Bhattacharyya

Das Integral wertet

A, negativ und 4, negativ:
b

[, (f(x) — g(x))dx

= _Al - — A2=A2 _Al

=ngsucht

Das Integral wertet

A; und A,, und A,, positiv und 4, negativ:

L2(f ) — g(0)dx

= Ay — Ay —Ayy — — A= Kgesucne
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Werte der Sinusfunktion am Einheitskreis ablesen (J1) W

Zum besseren Verstandnis messen oder berechnen wir einige markante
Sinuswerte ohne TR:

Frage: Wie musste man ein rechtwinkliges Dreieck zeichnen, damit die

Gegenkathete von genau die Lange sin « besitzt? (Antwort hier:
1Kastchen = 1 mm)

Schatzen Sie die Lange der roten Strecke auf eine Dezimalstelle in cm:

0° 30° 45° 60° 90°

sin o«

o 180°-0° 180°-30° 180°-45° 180°-60°

=180° =150° =135° =120°

sin o
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Werte der Sinusfunktion am Einheitskreis ablesen (J1)

180°+0° 180°+30° 180°+45° 180°+60°
) =180° =210° =225° =240°
sin «
360°-0° 360°-30° 360°-45° 360°-60°
i =360° =330° =315° =300°
sin «

©Martina Bhattacharyya

83



Werte der Kosinusfunktion am einheitskreis ablesen (J1) comel

. . . . .. Ankath .
Kosinus eines Winkels « ist definiert als cos(a) = 2% jm

Hypotenuse

rechtwinkligen Dreieck.

Die Cosinus-Funktion ordnet jedem Winkel a im rechtwinkligen Dreieck
den zugehdrigen Cosinuswert cos( a) zu.

Zum besseren Verstandnis messen oder berechnen wir einige markante
Cosinuswerte ohne TR:

Frage: Wie musste man ein rechtwinkliges Dreieck zeichnen, damit die
Ankathete von a genau die Lange cos a besitzt?

(Antwort hier: 1Kastchen = 1 mm)

Schitzen Sie die Linge der roten Strecke auf eine Dezimalstelle in cm:
0° 30° 45° 60° 90°

cos a
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Werte der Kosinusfunktion am einheitskreis ablesen (J1)

a 180°-0° = 180°

180°-30° = 150°

180°-45° = 135°

180°-60° = 120°

cos a

180°+0° = 180°

180°+30° = 210°

180°+45° = 225°

180°+60° = 240°

cosa
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Werte der Kosinusfunktion am einheitskreis ablesen (J1)

L FTRTY AT A o —— - — .
4 $g_. 24 . 5 & =t
3 E o 37
= : 1= = —— e el
1 3 : =2 1 A1 WFC AR T-
AT NN
3 ~ $
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. B S 100 ‘& no =
A AR e - { L = - fl
= )
g
‘._.1 Wl
= A — )
J ) 4 {
- — ~ .1v ] S [ES /i TNL [ el — -—

360°-0° = 360°

360°-30° = 330°

360°-45° = 315°

360°-60° = 300°

cosa
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Sinusfunktion ist Koordinatensystem einzeichnen (J1)

Zeichnen Sie die Sinusfunktion. Die x-Achse gibt Ublicherweise die Winkel im BogenmaRB an.

Zum Zeichnen hilft Ihnen der Sinuswert als Dezimalzahl in der Tabelle.

Das Schaubild der (allgemeinen) Sinusfunktion

Achtung: Es ist praktisch, auf der x-Achse % fur ein Kastchen zu wahlen.

VAR !
|
| I A NN N NN NN GNNN SN SN SN R PRREEET SR T NN N TN NN SN SN SN N SN S
T T 1T T 1P 1T 1T 1 1] ot rrr
=2 | 4 T =T mom 2 st T 7no4n 3n 5% o1 2T X
Bl ¢ 7 RE| 5FB2 5F
Winkel « 0* 30° 45° 60° 90° 120° 135° 150° 180°
Bogenlénge |0 ln ln 1}{ ln gn in §n -
6 4 3 2 3 4 6
sin @ 0 0,5 1 Vi |1 V3 1 0,5 0
V2 | 2 3 V2
sin a als 0 0,5 0,7 0,8 1 0,8 0,7 0,5 0
Dezimalzahl
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Das Bogenmaf (J1) come

Um auch als Definitionsmenge reelle Zahlen zu haben, kann man die Winkel
vom GradmaB in das BogenmalB umrechnen:

Dabei entspricht das GradmaB des Winkels der Lange des zugehdrigen
Bogens am Einheitskreis (des Kreises mit Durchmesser 1LE)

_ L (1 Kastchen sein 0,1LE)

Das Berechnen der Bogenlange funktioniert mit der Verhaltnisgleichung

X 27T
(Dreisatz) = — oder eben x = 3e0° Berechnen Sie mit dem

360° 27
Taschenrechner und geben Sie die Werte auf eine Nachkommastelle

gerundet ein.

0° 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360°

Lange des
zugehdrigen
Bogens am
Einheitskreis

Folgende Uberlegung kann auch die Linge des BogenmaBes zu
einigen besonders haufig genutzten Winkel liefern:

Der volle Kreis mit 360° entspricht einer Bogenlange von 2z . Der halbe

Kreis mit 180° entspricht einer Bogenlange von r . Fillen Sie diese Tabelle
mit dieser Uberlegung ohne Taschenrechner aus:
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https://moodle.mathecomeback.com/mod/quiz/view.php?id=516

Das Bogenmaf (J1) come

Besondere Werte von Sinus:

Winkel 0° 30° 45° 60° 90° 120° 135° 150° 180°

Bogenlange 0

Mit dem Taschenrechner haben Sie nun zwei Mdglichkeiten. Entweder stellen
Sie das BogenmaB ein und berechnen damit sin flr z.B. . Oder Sie stellen
das GradmaB ein und berechnen sin fr 30°.

Winkel 0° 30° 45° 60° 90° 120° | 135° 150° | 180°

Bogenlénge | 0 1 1 1 1 2 3 5 i
67'[ 47'[ 37'[ 27'[ 37'[ 47'[ 67'[

sin als

Dezimalzahl

Der Taschenrechner kann das Ergebnis flr sin auch als Bruch liefern:

Winkel 0° 30° 450° 60° 90° 120° 135° 150° 180°

Bogenlange 0 1 1 1 1 2 3 5 T
677.' 47‘[ 37'[ 277.' 37'[ 47‘[ 677.'

sin als

Bruchzahl
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Trigonometrische Gleichungen losen W

1)
Ausgangssituation hier:

Die Gleichung ist umgeformt zu sin{x)= eine Zahl D und 1 ; der WTR steht auf

Beispiel: sin(x)=0,6

14
-
T 2% x
-1 -+
2)
Es reicht, die beiden Stellen im Intervall [0;=] zu finden,
denn alle weiteren ergeben sich durch addieren von Vielfachen von 2x
y (erster Fall, der angegebene y-Wert ist positiv,

1 hier 0,6)

- \ ,‘:é Beispiel: sin(x)=0,6

1) Der Taschenrechner (Achtung: BogenmaB benutzen) nennt immer eine Ldésung im Intervall [0;x].

x; = sin~1(0,6)

=‘ ‘ dies ist eine der beiden Stellen (auf der x-Achse).

2) Die zweite Stelle liegt aus Symmetriegriinden bei = — sin=1(0,6)
x, =m —sin~1(0,6)
- |

3) Zu den beiden Stellen x,und x, kénnen wir nun jeweils so oft 2 = addieren (oder abziehen),
bis wir im von der Aufgabe gewlinschten Intervall liegen.
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Trigonometrische Gleichungen lésen

come
3)
Es reicht, die beiden Stellen im Intervall [0;x] zu finden,
denn alle weiteren ergeben sich durch addieren von Vielfachen von 2n
' (erster Fall, der angegebene y-Wert ist negativ,
/ / hier -0,6)
//.::/% —— i\_"‘; —t _| t—tt l\;\# =t i/: jni t . Beispiel: sin(x)=_0’6
1 N LS

1) Der Taschenrechner (Achtung: BogenmaB benutzen) nennt immer eine Losung im Intervall [-7;0].
x; = sin~1(—0,6)

_‘ ‘ dies ist eine der beiden Stellen (auf der x-Achse).
2) Die zweite Stelle liegt aus Symmetriegriinden bei x, = —m — sin~1(0,6)

3) Zu den beiden Stellen x; und x,kénnen wir nun jeweils so oft 2 n addieren (oder abziehen), bis wir im
von der Aufgabe gewlinschten Intervall liegen.

4)

Ausgangssituation hier:

Die Gleichung ist umgeformt zu cos(x)= eine Zahl O und 1 ; der WTR steht auf

Beispiel: cos(x)=0,6
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Trigonometrische Gleichungen lésen come

5)

Es reicht, die beiden Stellen im Intervall [0;n] zu finden,

denn alle weiteren ergeben sich durch addieren von Vielfachen von 2

y ) (erster Fall, der angegebene y-Wert ist positiv,
' ' hier 0,6)

L Beispiel: cos(x)=0,6

.....................

ZH*lIWIIIII-II-III?III
n 523 = 1(/ n X

1) Der Taschenrechner (Achtung: BogenmaB benutzen) nennt immer eine Losung im Intervall [0;nx].

X1 =.cos+(0.6)
5 dies ist eine der beiden Stellen (auf der x-Achse).

2) Die zweite Stelle liegt aus Symmetriegriinden bei x, = —cos~'(0,6)

3) Zu den beiden Stellen x;und x, kbnnen wir nun jeweils so oft 2 m= addieren (oder abziehen),
bis wir im von der Aufgabe gewiinschten Intervall liegen.

6)

Es reicht, die beiden Stellen im Intervall [0;=] zu finden,
denn alle weiteren ergeben sich durch addieren von Vielfachen von 2x

¥

(zweiter Fall, der angegebene y-Wert ist positiv,
hier -0,6)

[ 1] I / ] Beispiel: cos(x)=-0,6

1) Der Taschenrechner (Achtung: Bogenmal3 benutzen) nennt immer eine Lésung im Intervall [0;n].
x, = cos~1(—0,6)

= dies ist eine der beiden Stellen (auf der x-Achse).

2) Die zweite Stelle liegt aus Symmetriegriinden bei

X, =1 —(cos™1(0,6) — m)=2m —cos~ ! (0,6) = 2 - 2,2143

3) Zu den beiden Stellen x; und x, kdnnen wir nun jeweils so oft 2 n addieren (oder abziehen),
bis wir im von der Aufgabe gewlinschten Intervall liegen.
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Gleichungen l6sen mit der Substitutionsmethode

1)

4

x*—x?2-2=0

Substitution: x% = u

u‘—u—2=290
u12=li l‘|‘2=1i1,5
2 \/4 2
u1 = 2 uZ = —1
Ricksubstitution:
2 =12 oder x?=-1
X1 = ++/2 keine weitere Losung
2)

4 _13x2+4+36=0
Substitution: x% = u

2—13u+36=0

u12=—+\/1—69—36 6,5+ 2,5

u; =9 u, =4
Ricksubstitution:

2 =9 oder x 2=
X12 = 13 X34 = *2
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Gleichungen l6sen mit der Substitutionsmethode

3)
x®+19x3 —-216=0
Substitution: x3 = u

u® +19u — 216 = 0

U = 9 Uy, = 4
Ricksubstitution:

x3 =8 oder x3=-=-27
X =2 X, = —3

4)

x® —61x3—-8000=0
Substitution: x3 = u

u® —61u—8000=0

u12=—+\/ﬂ+8000 30,5 + 94,5

u, = 125 u, = —64

Rucksubstitution:
= 125 oder x3 =—64
x1 = 5 x2 = —4‘
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Gleichungen l6sen mit der Substitutionsmethode

5)
e?X +eX—-2=0
Substitution: e* = u

uw>4+u—-2=0

U, = -5+ \/i: =—0,5+ 1,5

u =1 Uy, = —2

Ricksubstitution:

e* =1 oder er = -2
xy=Imn1=0 keine weitere Losung
6)

e?* —6e*+8=0
Substitution: e* = u
u?—6u+8=0
u;,=3+v/9-8=3+1

u1 — 2 uZ — 4
Rucksubstitution:
e* = 2 oder erX =4

X1 = In2 x1 = In4
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Gleichungen l6sen mit der Substitutionsmethode

7)

Welche Losungen bietet der WTR an?
sin®(x) — 1,5sin(x) +0,5=0
Substitution: sin (x) = u

u®—15u+05=0

3 3 1
wa =+ Lo eh
’ 4 16 16 4 4

u; =1 u, = 0,5

Ricksubstitution:
sin (x) =1 oder sin (x) =0,5
xl = O x1 = 0,52

8)

1\ 1
() -i-e=s
X X

Substitution: x% = u

uw?—u—-2=0

u1 = 2 u2 = —1
Ricksubstitution: i = 2 oder
x1 = = x2 — —1
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Gleichungen l6sen mit der Substitutionsmethode

9)
(In (x))? —e? =0
Substitution: In (x) = u

u? —e? =90

U2 = o2
up = te

U, =e U, = —e

Ricksubstitution:

In (x) =e oder In (x) = —e

x1 =1 keine weitere Nullstelle
10)

x*4+96x% —400=0

Substitution: x2 = u
u?+96u—400=0

Uy, = —48 + /2304 + 400=—48 + 52
u, =4 u, = —100

Ricksubstitution:
x? =4 oder x % =-100
X1, = X2 keine weitere Losung
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Definitionsmenge bestimmen und Funktionen verkniipfen M

1) Verknlpfen von Elementen von Mengen.
Eine Verknupfung kann man definieren, wie man méchte. Oft ist interessant zu
untersuchen, ob die Menge ein neutrales Element beziiglich dieser Verknlipfung
enthalt oder ob es zu jedem Element der Menge ein inverses Element gibt.

Hier ist in erfundenes Beispiel einer Verknlpfung auf einer Menge von

Farbkreisen. Beim VerknUpfen zweier Farbkreise soll die Farbe in der
Schnittmenge des nebenstehenden Bildes das Ergebnis sein.

00 O

3

q
q
q

1

o oo 88
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Definitionsmenge bestimmen und Funktionen verkniipfen come

1 2x+5 1
0= 7% 9(><>=$t7 h()= VX (0=~

j(x)=3x*+5x2 k(x)=x>+x% [I(x) =sin(x) m(x)=cos (x)

Beispiel:

Far k ist ID=IR,....
2) Welche der Funktionen sind achsensymmetrisch oder punktsymmetrisch?

3) Geben Sie flr die verknlpften Funktionen den vereinfachten Funktionsterm an
und entscheiden Sie, ob es sich um achsensymmetrische (a) oder
punktsymmetrische (p) Funktionen handelt. Benutzen Sie daflr eventuell

Geogebra
a p a P
(G+m)(x) = (I+k)(x) =
(3-m)(x) = (I-k)(x) =
(m)(x) = (k) (x) =
j(m(x)) = I(k(x)) =
m(i(x)) = k(I(x)) =
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Definitionsmenge bestimmen und Funktionen verkniipfen W

4)

Abgebildet sehen Sie die Schaubilder K; und Ky und K; und Km
Ordnen Sie die Farben (grin, orange, rot, blau) zu:

Das Schaubild von Kjist ...

Das Schaubild von Kyist ...

Das Schaubild von K;ist ...

Das Schaubild von Knist ...

/‘/ i 5 4 3 1 L/ 1 2 3 4 5 7 u
|
—-1

[
5) Abgebildet sehen Sie die Schaubilder Kj+m und Kj-m und K. j

Ordnen Sie die Farben (grin, rot, braun) zu:
Das Schaubild von Kj+m ist ...

Das Schaubild von Km-jist ...

Das Schaubild von K. ist ..
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Definitionsmenge bestimmen und Funktionen verkniipfen

Abgebildet sehen Sie die Schaubilder Kj, und K;_j und Kj.
Ordnen Sie die Farben (grau, violett, braun) zu:
Das Schaubild von Kk4| ist ...

Das Schaubild von Kj-kist ...

Das Schaubild von Kj.j ist ...

©Martina Bhattacharyya

10

12

14

16

101



Definitionsmenge bestimmen und Funktionen verkniipfen M

7)

Abgebildet sehen Sie die Schaubilder Ky und Kj ()
Ordnen Sie die Farben (grin, rot) zu:

Das Schaubild von Kjk) ist ...

Das Schaubild von Kk ist ...

-2

8)

Abgebildet sehen Sie die Schaubilder Ky, (jy und Kjm)
Ordnen Sie die Farben (blau, braun) zu:

Das Schaubild von Kmgj) ist ...

Das Schaubild von Kjim) ist ...
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Eigenschaften verkniipfter Funktionen W

Definitionsmenge:

Eine Funktion ist eine Abbildung von der Definitionsmenge (x-Werte) in die
Wertemenge (y-Werte). Dabei wird jedem Element der Definitionsmenge genau
ein Element der Wertemenge zugeordnet.

Die x- und y-Achse , bestehen™ aus den reellen Zahlen. Aber evtl. ist die
Funktionsvorschrift gar nicht fur jede reelle Zahl definiert. Bsp.:

f(x)=+/x . Hier ist ID=IRo* (alle positiven reellen Zahlen mit der Null)

g(x)=% Hier ist ID=IR \ {0} (alle reellen Zahlen ohne Null).

Asymptote:

Eine Asymptote ist eine Gerade, an die sich das Schaubild immer mehr
~anschmiegt®, ohne es zu berihren. Es gibt waagrechte, senkrechte und schrage
Asymptoten.

Kriterien fiir Symmetrie:

Eine Funktion f ist genau dann achsensymmetrisch zur y-Achse, wenn gilt:
O f(-x) ist gleich -f(x) fur alle xe ID#Falsch

O f(x)=f(-x) fur alle xe ID}

Eine Funktion f(x) ist genau dann punktsymmetrisch zum Ursprung, wenn gilt:
O f(x)=f(-x) fur alle xe ID

O f(-x) ist gleich -f(x) fur alle xe ID

Nullstellen ein x-Wert x, (also eine Stelle auf der x-Achse) heiBt Nullstelle von f(x),
wenn gilt f (x,) =0
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Eigenschaften verkniipfter Funktionen W

Sie finden hier die rechnerischen Beweise zu Aussagen von Symmetriearten
verknupfter Funktionen.

Ordnen Sie den verknUpften Funktionen die untenstehenden Aussagen anhand der
entsprechenden Buchstaben zu:

Achsensymmetrie von f(x) = u(x) + v(x)
Achsensymmetrie von f(x)=u(x)-v(x)
Achsensymmetrie von f(x)=u(x) - v(x)
Achsensymmetrie von f(x)=u(v(x))
Punktsymmetrie von f(x) = u(x)+v(x)

Punktsymmetrie von f(x)=u(x)-v(x)

o 0O 0 0 g OO

Punktsymmetrie von f(x)=u(v(x))

a) Angenommen u(x) und v(x) sind achsensymmetrisch zur y-Achse, dann ist

f(x)=u(x) + v(x) = u(-x) + v(-x) = f(-x).

b) Angenommen u(x) und v(x) sind achsensymmetrisch zur y-Achse, dann ist

f(x)= u(x) - v(x) = u(-x) - v(-x) = f(-x).

¢) Angenommen u(x) und v(x) sind punktsymmetrisch zur y-Achse, dann ist

f(-x) = u(v(-x)) = u(-v(x)) = -u(v(x)) = -f(x).

d) Angenommen u(x) und v(x) sind achsensymmetrisch zur y-Achse, dann ist

f(x)= u(x) - v(x) = u(-x) - v(-x) = f(-x).

e) Angenommen u(x) und v(x) sind achsensymmetrisch zur y-Achse, dann ist

f(x)=u(v(x)) = u(v(-x)) = f(-x)

f) Angenommen u(x) und v(x) sind punktsymmetrisch zur y-Achse, dann ist

f(-x) = u(-x) + v(-x) = -u(x) + -v(x) = -(u(x)+v(x)) = -f(x).

g) Angenommen u(x) und v(x) sind punktsymmetrisch zur y-Achse, dann ist
f(-x) = u(-x) - v(-x) = -u(x)- -v(x) = -(u(x)-v(x)) = -f(x).

Uberlegungen zur Definitionsmenge:

Sei f die verknupfte Funktion von u(x) und v(x) durch

den Term u(x)+v(x) bzw. u(x)-v(x) bzw. u(x)-v(x)
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Eigenschaften verkniipfter Funktionen M

Welche Aussagen stimmen?:
Sei f die verknipfte Funktion von u(x) und v(x)
durch den Term u(v(x))

Welche Aussage stimmen?:

a) der Term muss flur beide Summanden definiert sein.
b) Wertemenge von v(x) in der Definitionsmenge von u(x) liegen.

c) Merke: die Definitionsmenge von f(x) ist die Schnittmenge der
Definitionsmengen von u(x) und von v(x). Ebenso fur f(x)=u(x)-v(x).

d) Merke: die Definitionsmenge von f(x) ist die Schnittmenge der
Definitionsmengen von u(x) und der Wertemenge der Definitionsmenge von v(x).

©Martina Bhattacharyya

105



GauBalgorithmus zum Auffinden einer Funktionsgleichung come

1)

Eine Funktion 4 ten Grades ist symmetrisch zur y-Achse, hat die beiden
Extremstellen H (-2|1) und H (2]1) und schneidet die y-Achse im Punkt
Sy(013)

2)

Eine Funktion 4ten Grades ist symmetrisch zur y-Achse, die Wendetangente
im Punkt W(1|2) besitzt die Steigung -2.

3)

Bestimmen Sie eine Polynomfunktion 5 ten Grades, deren Graph
punktsymmetrisch zum Ursprung ist und im Ursprung eine waagrechte
Tangente besitzt. Der Punkt P (1|1) liegt auf dem Schaubild von f. Die
Tangente an Ky im Punkt P hat die Steigung 6.

4)
Bestimmen Sie eine Polynomfunktion 3 ten Grades geht durch den Ursprung,
zur Funktion gehort eine Wendetangente mit Steigung 1 im Punkt W(1|2).
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GauB-Algorithmus zum Diagonalisieren von Matrizen come

5 10 -20]15 I Das erste Element der ersten Zeile ,, auf 1
2 9 2 26) bringen®, d.h. normieren.
3 6 -—1516

Zeile so oft, wie hinter der Klammer angegeben
der vom Pfeil angezeigten Zeile addieren.

Die erste Zeile geeignet oft zur zweiten und
| dritten addieren(subtrahieren), so dass nur

) Nullen unter der 1 entstehen.

Das zweite Element der zweiten Zeile ,,auf 1
bringen”, d.h. normieren.

Achtung: Ist zufallig schon vorhanden!

Die zweite Zeile geeignet oft zur dritten
addieren(subtrahieren), so dass nur Nullen

) unter der 1 entstehen.
‘_

Das dritte Element der dritten Zeile ,,auf 1
bringen”, d.h. normieren.

Die dritte Zeile geeignet oft zur zweiten und
ersten addieren(subtrahieren), so dass nur

:| Nullen Gber der 1 entstehen.

Die zweite Zeile geeignet oft zur ersten
addieren(subtrahieren), so dass nur Nullen lber
der 1 entstehen.

Das Ergebnis kann abgelesen werden.
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GauB-Algorithmus zum Diagonalisieren von Matrizen come

3 6 9|21
4 10 —-2138
10 22 -181104

[:... Das erste Element der ersten Zeile ,,auf 1
bringen”, d.h. normieren.

Zeile so oft, wie hinter der Klammer angegeben
der vom Pfeil angezeigten Zeile addieren.

) :\ Die erste Zeile geeignet oft zur zweiten und

dritten addieren(subtrahieren), so dass nur
Nullen unter der 1 entstehen.

Das zweite Element der zweiten Zeile ,auf 1
bringen”, d.h. normieren.

Die zweite Zeile geeignet oft zur dritten
addieren(subtrahieren), so dass nur Nullen
unter der 1 entstehen.

Das dritte Element der dritten Zeile ,,auf 1
bringen”, d.h. normieren.

Die dritte Zeile geeignet oft zur zweiten und
ersten addieren(subtrahieren), so dass nur
Nullen tber der 1 entstehen.

l Die zweite Zeile geeignet oft zur ersten
i addieren(subtrahieren), so dass nur Nullen tber
. - der 1 entstehen.

Das Ergebnis kann abgelesen werden.

©Martina Bhattacharyya

108



Vorwissen iiber die Begriffe Korper und Vektorraum come

Die Rechenarten + und - kann man auch als Verkntupfungen bezeichnen.
Denn man kann je zwei Zahlen (bzw. Elemente einer Menge) mit diesen
Verknipfungen ,zu einem neuen Element verbinden"

Beispiel 5 + 3 = 8 oder 7 -3 =21

Nachfolgend sind einige Gesetze oder Bedingungen aufgezahlt, die es geben

kann. Je nachdem, welche davon erflllt sind, erhalt das mathematische
Gebilde einen eigenen Namen. Flr uns sind die Begriffe Kérper und
Vektorraum wichtig.

Eine nichtleere Menge mit einer assoziativen Verknupfung (- ) ist eine
Halbgruppe.

a) Assoziativgesetz

(X+y) z=x-(y-z) (beziglich-) oder (x+y)+z=x+ (y+z) (bezlglich
+)

b) Kommutativgesetz

X -y=y -x (beziglich-) oder x + y=y+x (bezlglich +)
d) Neutrales Element

Es gibt ein Element e, so dass x -e =e -x = x fur alle x

e) Inverses Element

Zu jedem Element x gibt es ein Element x™! ,sodass x -x™! =x"1 -x =1
c) Distributivgesetze (wenn es zwei verschiedene VerknUpfungen gibt)
X-(y+2)=X'y+x-z

(X+y) -z=xz + xy

Der Korper der reellen Zahlen:

Aufgabe 1:

e Wahlen Sie eine beliebige reelle Zahl (nicht Null) und zeigen Sie flr
diese Zahl, dass d) und e) erfillt sind.
e Wahlen Sie drei beliebige reelle Zahlen und zeigen Sie a) und b)

Aufgabe 2:
Wiederholen Sie Aufgabe 1 mit der Rechenart +

(Anm.: theoretisch dlrfte die Zahl hier auch Null sein)
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Vorwissen iiber die Begriffe Korper und Vektorraum come

Weil die Bedingungen a) bis c) erfillt sind, heiBen die reellen Zahlen mit plus
und mal ,Korper".

Ein Vektorraum iiber dem Korper der reellen Zahlen

Wir betrachten eine Menge von Elementen dieser Gestalt

a 5
(b) wobei a, b, c reelle Zahlen sind, also zum Beispiel (3) und geben ihnen
c 9

schon einmal den Namen Vektor.

Auf dieser Menge legen wir eine Addition fest (+). So soll man die Addition
ausfihren:

a d a+d 5 1 1 3 80

(b) + (e) = <b + e) Beispiel: <3> + <—7> = T )= (—100) +
c f c+f 9 2,5 " " 0,75
72 1

(2)(2)-
10,25 —2

AuBerdem soll man einen Vektor mit einer reellen Zahl ( r €
IR ) multiplizieren kénnen auf folgende Weise:

a r-a 1 10
r- <b> = (r . b> Beispiel: 2- <2> = E <35> =
c r-c 3 15
0
0,5- (— 2 ) =
68

Es gibt also eine Addition auf der Menge der Vektoren und eine
Multiplikation ,,.zwischen" einer reellen Zahl und einem Vektor. Die
Menge der Vektoren zusammen mit dem Kdérper der reellen Zahlen, den
Rechenarten und einigen bestimmten Gesetzenzwischen diesen Rechenarten
nenne wir einen Vektorraum V liber dem Korper der reellen Zahlen IR.

+{)

Diese Gesetze anhand von Beispielen sind:

5 1 1 5
(3) + (2) = (2) + (3) die Vektoraddition ist kommutativ
9 3 3 9

(stimmt das? Bitte nachrechnen)
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Vorwissen iiber die Begriffe Korper und Vektorraum come

1 0,5 1 0,5
<3) + <_2)] =2- <3> +2- (-2) (stimmt das? Bitte nachrechnen)
3 1 3 1

0,5 0,5 0,5
(2+3)- (0,2) =2 (0,2) +3- (0,2) (stimmt das? Bitte nachrechnen)
1 1 1

2 -

0,5 0,5
5- [2 - <—2>] =(5-2)- (0,2) (stimmt das? Bitte nachrechnen)
1 1

5 5
1- < 2 ) = ( 2 ) -1 (stimmt das? Bitte nachrechnen)
11 11

Eine Besonderheit (oder andersrum vielleicht der Grund, weshalb man das

so festgelegt hat) ist, dass man die so definierten Vektoren samt den

Rechenarten und Rechengesetzen im Anschauungsraum veranschauliche 1+t
und als stimmig betrachten kann: iR

Zuerst in der zweidimensionalen Eben (spater im dreidimensionalen Raur

9%

Der Vektor (i

Pfeilspitze am Endpunkt B zwei Einheiten nach rechts und d eine Einheit
nach oben reicht. Zeichnen Sie noch drei weitere Reprasentanten dieses

) ist ein Pfeil der zwischen einem Startpunkt A und einer

Vektors (i) in das Koordinatensystem ein.

A/

h 4
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Vorwissen liber die Begriffe Korper und Vektorraum

Zwei Vektoren kann man zeichnerisch Zwei Vektorenkann man mit
addieren, indem man sie zeichnerisch einer Zahl multiplizieren,
. 3 2 indem man den Pfeil
aneinandersetzt: + =
(—1) (3) verlangert (Die Pfeillange mit

dieser Zahl multipliziert): 2 -

(3)=

Wenn man genau wissen will, wo der Vektor im Koordinatensystem ist,

benutzt man statt Pfeilklassen den Ortsvektor, der dann im Ursprung
beginnt:
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Verkniipfung Plus ,,+" auf verschiedenen Mengen

insbesondere Vektoraddition

Eine VerknlUpfung auf einer
Menge ist eine Operation
zwischen zwei beliebigen
Elementen der Menge, sodass
nach dem Durchflihren der
Operation wieder ein Element
der Menge herauskommt. Hier
im Beispiel soll die
Verknupfung ,mischen™ wie
beim Mischen von
~Wasserfarben" sein, wobei
alles auBer blau-blau; gelb-
gelb, grin-grin, blau-gelb
und umgekehrt als bunt
gewertet werden.

come

mischen

AV
U
O

®
S

A

O

1) Flllen Sie obenstehende Tabelle (Verknupfungstafel) aus mit Worten oder

Farben.

2) Addieren Sie die jeweiligen Elemente auf einem separaten Blatt und fillen

sie anschlieBend die Tabelle aus:

Verknipfung +

Beschreibung der
VerkniUpfung in Worten

Eigenschaften, die die
Elemente haben kénnten

3+ 8 =

blau + gelb =

f(X)= x3 +x2+7
g(x)= 9x5+3
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Abstand eines Punktes zu einer Geraden come|

Der Abstand eines Punktes P zu einer Geraden g ist die kirzeste Entfernung
von P zu einem Punkt Q auf der Geraden.

e\
3

7
X4

Also der Punkt Q, fiir den gilt: PQ-# =0 (fur den das Skalarprodukt 0
ergibt).

1 0 (2
Beispiel: g: x = <2>+t- (3) und p = 0P = (4) ,
3 1 2

/140t 0
also =00 =|2+3t u=1|_3
34+ 1t 1
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Abstand eines Punktes zu einer Geraden

O-(-1)+3-(-2+3t)+1-(1+1t)=0
-6+9t+1+t =0
-5+10t = 0 |+5]:10
t= 0,5
1+Ot—2> <1+O-0,5—2

Damitistﬁ)’=(2+3t—4 24+3-05—4
3+ 1t—2 3+1-05—2

-1

come

..und |PQ| = | <—0,5>| = /D2 + (=05)2 + 1,57 =/1+0,25 + 2,25 = /3,5 ~1,87

1,5

Aufgabe 1)

2 2
g: 5E=<2)+t-<5) und P(4|9]2)
2 7

Aufgabe 2)

5 2
g:a‘c’=<1>+t-(5) und P(2]6|0)
5 -1

Aufgabe 3)
3 -1

g: x= (—1>+t-< 3 ) und P(9]9]10)
1 2

Aufgabe 4)

0 0
g: 5c’=<0>+t-<3) und P(3]|0|0)
3 0
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Gegenseitige Lage zweier Geraden come

g und h sind gleich (identisch). Welche der folgenden Aussagen sind
dazu dquivalent?

Jeder Punkt von h liegt auch auf g.

Die Richtungsvektoren sind kein Vielfaches voneinander und die
Stltzvektoren sind gleich.

Die Richtungsvektoren sind ein Vielfaches voneinander und der
Stltzvektor von h liegt nicht auf g.

g und h haben zwei gemeinsame Punkte.

Die Richtungsvektoren sind ein Vielfaches voneinander und der
Stltzvektor ist gleich.

Die Richtungsvektoren sind kein Vielfaches voneinander es gibt keinen
gemeinsamen Punkt.

Die Richtungsvektoren sind ein Vielfaches voneinander und der
Stutzvektor von h liegt auf g.

Die Richtungsvektoren sind kein Vielfaches voneinander und der
Stutzvektor von h liegt auf g.

Die Richtungsvektoren sind ein Vielfaches voneinander und es gibt
keinen gemeinsamen Punkt von h und g (das LGS hat keine Lésung).
Die Richtungsvektoren sind ein Vielfaches voneinander und g und h
haben einen gemeinsamen Punkt.

O OO0 oOof0OgdaonoOgd

Die Richtungsvektoren sind kein Vielfaches das LGS hat keine Ldsung.
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Gegenseitige Lage zweier Geraden

g und h sind parallel. Welche der folgenden Aussagen sind dazu
aquivalent?

come

Jeder Punkt von h liegt auch auf g.

Die Richtungsvektoren sind kein Vielfaches voneinander und die
Stltzvektoren sind gleich.

Die Richtungsvektoren sind ein Vielfaches voneinander und der
Stltzvektor von h liegt nicht auf g.

g und h haben zwei gemeinsame Punkte.

Die Richtungsvektoren sind ein Vielfaches voneinander und der
Stltzvektor ist gleich.

Die Richtungsvektoren sind kein Vielfaches voneinander es gibt keinen
gemeinsamen Punkt.

Die Richtungsvektoren sind ein Vielfaches voneinander und der
Stlutzvektor von h liegt auf g.

Die Richtungsvektoren sind kein Vielfaches voneinander und der
Stutzvektor von h auf g.

Die Richtungsvektoren sind ein Vielfaches voneinander und es gibt
keinen gemeinsamen Punkt von h und g (das LGS hat keine Lésung).

Die Richtungsvektoren sind ein Vielfaches voneinander und g und h
haben einen gemeinsamen Punkt.

O Oo0O0Oo0Of0go0gdon o

Die Richtungsvektoren sind kein Vielfaches das LGS hat keine Ldsung.
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Gegenseitige Lage zweier Geraden come

g und h schneiden sich. Welche der folgenden Aussagen sind dazu
aquivalent?

Jeder Punkt von h liegt auch auf g.

Die Richtungsvektoren sind kein Vielfaches voneinander und die
Stltzvektoren sind gleich.

Die Richtungsvektoren sind ein Vielfaches voneinander und der
Stltzvektor von h liegt nicht auf g.

g und h haben zwei gemeinsame Punkte.

Die Richtungsvektoren sind ein Vielfaches voneinander und der
Stltzvektor ist gleich.

Die Richtungsvektoren sind kein Vielfaches voneinander es gibt keinen
gemeinsamen Punkt.

Die Richtungsvektoren sind ein Vielfaches voneinander und der
Stlutzvektor von h liegt auf g.

Die Richtungsvektoren sind kein Vielfaches voneinander und der
Stutzvektor von h liegt auf g.

Die Richtungsvektoren sind ein Vielfaches voneinander und es gibt
keinen gemeinsamen Punkt von h und g (das LGS hat keine Lésung).
Die Richtungsvektoren sind ein Vielfaches voneinander und g und h
haben einen gemeinsamen Punkt.

O OO0 oOof0OgdaonoOgd

Die Richtungsvektoren sind kein Vielfaches das LGS hat keine Ldsung.
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Gegenseitige Lage zweier Geraden come

g und h sind windschief. Welche der folgenden Aussagen sind dazu
aquivalent?

Jeder Punkt von h liegt auch auf g.

Die Richtungsvektoren sind kein Vielfaches voneinander und die
Stltzvektoren sind gleich.

Die Richtungsvektoren sind ein Vielfaches voneinander und der
Stltzvektor von h liegt nicht auf g.

g und h haben zwei gemeinsame Punkte.

Die Richtungsvektoren sind ein Vielfaches voneinander und der
Stltzvektor ist gleich.

Die Richtungsvektoren sind kein Vielfaches voneinander es gibt keinen
gemeinsamen Punkt.

Die Richtungsvektoren sind ein Vielfaches voneinander und der
Stutzvektor von h liegt auf g.

Die Richtungsvektoren sind kein Vielfaches voneinander und der
Stlutzvektor von h liegt auf g.

Die Richtungsvektoren sind ein Vielfaches voneinander und es gibt
keinen gemeinsamen Punkt von h und g (das LGS hat keine Lésung).
Die Richtungsvektoren sind ein Vielfaches voneinander und g und h
haben einen gemeinsamen Punkt.

O O0O0o0Of0g0gdaooOod

Die Richtungsvektoren sind kein Vielfaches das LGS hat keine Ldsung.

Anschlussfragen:

identisch

1 5 6 5

1) g xXx=|(4|+7r- 2) h: f=<6>+5'<2> runds € IR
3 4 7 4
1 10 1 5

2) g X=\|4|+7r 4) h 5c’=<4>+s-<2> runds € IR
3 8 3 4
1 -5 —4 5

3) g2 X=(4|+7r- —2) h: f=<2>+s-<2> runds € IR
3 —4 -1 4
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Gegenseitige Lage zweier Geraden come

parallel

1 1 2 1

1) g: 4)+r-<4) h: 5c’=<8>+s-<4> runds € IR
3 7 7 7
1 10 1 5

2) g 4>+r-<4> h: 5c’=<4>+s-<2> runds € IR
10 8 3 4
1 -2 —4 2

3) g 4>+r-<—2> h: 5c’=<0>+s-<2> runds € IR
3 -2 -1 2

=
Il

=
Il

=
Il

schneiden sich

1 1 0 0

1) g x=[(4]+r: 4) h: f=<0)+s-<4) runds € IR
3 7 —4 7
6 10 1 5

2) g xXx=|6|+r 4) h f=<4>+s-<2> runds € IR
7 1 3 4
1 -2 1 2

3) g8 X=\|4]|+r- 1) h: f=<4>+s-<2> runds € IR
3 -2 3 2

windschief

Richtungsvektoren sind kein Vielfaches voneinander.

LGS I16sen zum Nachweis, dass es keinen Schnittpunkt gibt. LGS muss unsldsbar sein
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Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Vierfeldertafel come

Ein Wahrscheinlichkeitsbaum ist folgendermaBen aufgebaut. Wenn man sich an einen Knoten
,setzt" dann gehen von ihm Aste aus, die zu Ereignissen fiihren. Am Ast steht die
Wahrscheinlichkeit mit der (vom Knoten aus gesehen) das Ereignis eintritt. Addiert man die
Wahrscheinlichkeiten aller Aste von diesem Knoten aus, so ergibt deren Summe 1.

Beispiel 1: Auf einem Laplace-Wirfel steht jeweils auf einer Seite die Zahl 1, auf zwei Seiten die 2
und auf drei Seiten die 3. Es wird zweimal gewdurfelt und nach jedem Wurf die geworfene Zahl
notiert.

A: erster Wurf ist eine 3

B: zweiter Wurf ist eine 2

PANB) = (Pfadregel)

o009

Schreibweise: Pr(A
\ B( )

Wahrscheinlichkeit von A unter
der Bedingung B

()&

Beispiel 2: Auf einem Laplace-Wurfel steht jeweils auf einer Seite die Zahl 1, auf zwei Seiten die 2
und auf drei Seiten die 3. Es wird zweimal gewdlrfelt. Nach dem ersten Mal wird die gewdlrfelte

Zahl notiert, nach dem zweiten Mal wird notiert, ob die Summe der beiden Wiirfe =2 ist oder >2
ist

A: erster Wurf ist eine 2
B: Summe ist groRer 2

PANB) = (Pfadregel)

Schreibweise: P5(A)
\

Wahrscheinlichkeit von A unter
der Bedingung B
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Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Vierfeldertafel

Beispiel 3: Auf einem Laplace-Wirfel steht jeweils auf einer Seite die Zahl 1, auf zwei Seiten die 2
und auf drei Seiten die 3. Die Seiten mit der 1 und der 2 sind rot angemalt, die Seiten mit der 3
grun. Es wird zweimal gewlrfelt. Nach dem ersten Mal wird die gewirfelte Zahl notiert, nach dem

zweiten Mal die gewdurfelte Farbe

d

A: erster Wurf ist eine 1
B: zweiter Wurf ist griin

PANB) = (Pfadregel)

Schreibweise: P5(A)

Wahrscheinlichkeit von A unter
der Bedingung B

Beispiel 4: Auf einem Laplace-Wirfel steht jeweils auf einer Seite die Zahl 1, auf zwei Seiten die 2
und auf drei Seiten die 3. Die Seiten rot und grtn wie folgt angemalt: angemalt:

TR

Es wird einmal gewdlrfelt. Nach dem ersten Mal wird erst die gewurfelte Zahl und Farbe notiert.

/

DOE

/
\
/

<G

OE

2

/.
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A: die Zahl ist eine 1

B: die Farbe ist griin

P(ANB) = (Pfadregel)

Schreibweise: P5(A)

Wahrscheinlichkeit von A unter
der Bedingung B
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Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Vierfeldertafel come

Untersuchen Sie, ob P(AN B) = P(A) - P(B) fir
Beispiel1: P(A)-P(B) =
Beispiel 2: P(A)-P(B) =
Beispiel 3: P(A)-P(B) =
Beispiel 4: P(A)-P(B) =

Falls P(AN B) = P(A) - P(B) heiBen die Ereignisse A und B stochastisch unabhé&ngig,
ansonsten heiBen sie stochastisch abhangig.

An Beispiel 4 sieht man, dass die Farbe abhangig ist von der gewdlrfelten Zahl. (,,Es spielt
also eine Rolle auf welchem Ast man sitzt, wenn man in die Zukunft schaut™). Und der
Begriff bedingte Wahrscheinlichkeit angebracht ist.

AuBerdem koénnte man aufgrund des ,Aufbaus des Stochastischen Experiments" Zahl und
Farbe als zwei Merkmale bezeichnen.

In der Situation, dass in einem Zufallsexperiment im Ergebnis zwei Merkmale untersucht
werden, benutzt man als Darstellung haufig eine Vierfeldertafel:

Beispiel: Auf einem Laplace-Wirfel steht jeweils zwei Seiten die Zahl 2, auf vier Seiten
die Zahl 4. Die Seiten rot und grun wie folgt angemalt.

2 4 2 4 4 4

Ergebnismenge:

2 4 Z In die Kastchen wird die Anzahl des
Merkmals eingetragen

grun
rot

2.

Der Wiirfel wird geworfen und beide Merkmale werden notiert. 1
s o e RS
So lassen sich schnell die bedingten Wahrscheinlichkeiten ablesen:

1

P,(rot) = 3 NE\ @
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Erwartungswert, Varianz und Standardabweichung W

Wahrscheinlichkeitsfunktion der Zufallsvariablen

Unter der Wahrscheinlichkeitsfunktion der Zufallsvariablen versteht man die
Funktion

fix, >P(X =x)

Der Funktionswert f(x,)=P(X =x,) gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass X
den Wert x, annimmt.

Die zugehorige Wertetabelle nennt man Wahrscheinlichkeitsverteilung.

1) X: Anzahl der Wappen beim viermaligen Werfen einer Miinze.

X, 0 1 2 3 4

1

P(X =x,)

2) X: Minimum der Augenzahlen beim Wurf zweier Warfel

X.

1

P(X =x,)

3) X: Anzahl der Wirfe mit Augenzahl 6, wenn man dreimal wirfelt

X

i

P(X =x,)

Erwartungswert einer Zufallsvariablen

Ist X eine Zufallsvariable, die die Werte x,,x,,..,x, annehmen kann, so heifBt
die Zahl

EX)=x,-P(X=x)+x, - P(X =x,)+...+x, - P(X =x,)
Erwartungswert der Zufallsvariablen X.

Merke: Der Erwartungswert ist der zu erwartende Mittelwert von X, wobei
jeder Wert x, mit seiner Wahrscheinlichkeit P(X =x,) gewichtet wird.

Aufgabe: Geben Sie flr obige Zufallsvariablen den Erwartungswert an.
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Erwartungswert, Varianz und Standardabweichung W

Varianz und Standardabweichung:

Ist X eine Zufallsvariable, die die Werte x,,Xx,,...,x, annehmen kann und den

2
Erwartungswert E(X) hat, dann heiBt die reelle Zahl § mit

s2=(x, —EMX)? - P(X =x;)+...+(x, —E(X))? - P(X = x,) die
Varianz der Zufallsvariablen X.

Fur die Standardabweichung s gilt: s =+/Varianz

Aufgaben: Zeichnen Sie fir die folgenden Zufallsvariablen jeweils ein
Schaubild der Wahrscheinlichkeitsfunktion und geben Sie Erwartungswert,
Varianz und Standardabweichung an

1) X: Anzahl der Wappen beim viermaligen Werfen einer Miinze.
2) X: Minimum der Augenzahlen beim Wurf zweier Wirfel.

3) X: Anzahl der Wirfe mit Augenzahl 6, wenn man dreimal wirfelt.
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Binomialverteilung

In einer Urne liegen 3 weiBBe und 2 schwarze Kugeln. Es werden nacheinander drei Kugeln mit
Zuriucklegen gezogen. Eine weiBe Kugel bedeutet 1€ Gewinn, eine schwarze 0 €. Die

Zufallsvariable X gibt den mdglichen Auszahlungsbetrag an.

Geben Sie die Verteilung(-sfunktion) von X an.

OO0 00T 000 000 OO0

Anzahl der ,giinstigen" (Aste)

3
2
Die Wahrscheinlichkeit im griinen Kastchen ist eine ,, komplizierte" Schreibweise flr (E)

Sie zeigt aber die Struktur der Formel, die sich flr die Berechnung der
Wahrscheinlichkeiten ergibt. (,,Funktionsgleichung")

<+«—_ Zeichnen Sie hier einen passenden

Wahrscheinlichkeitsbaum
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Binomialverteilung come

Problemstellung bei den Textaufgaben der Binomialverteilung

Bei der Binomialverteilung hat die ZufallsgréBe X (hier B, ) die ,Funktionsgleichung® (Wahrscheinlichkeitsverteilungsformel)
P(X=k) = (i) p*(1 - p)"*.

Dabei ist n die Anzahl der Durchflihrungen des Bernoulli-Experiments, p die Trefferwahrscheinlichkeit und k die Anzahl der
Treffer, die im Aufgabentext vorgegeben ist und zu der wir die Wahrscheinlichkeit suchen.

Diese Formel lasst sich nicht so einfach nach n oder k auflésen wie zum Beispiel die Funktionsgleichung y=(bx — a)? sich nach a
auflésen lasst.

Je nach Textaufgabe kann der Parameter n oder k oder eben P(X=k) oder P(X < k) gefragt sein.

Wir formulieren gedanklich jede Textaufgabe so um dass es sich um Treffer oder nicht Treffer handelt, wobei das Experiment n
mal durchgefthrt wird.
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